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Predgovor

Zbirka resenih izpitnih nalog iz numeri¢nih metod je nastala kot u¢no gradivo za pripravo na izpit iz
predmeta Numeri¢ne metode na Fakulteti za elektrotehniko. V prvi vrsti je tako namenjena studentom
te fakultete. Marsikaj zanimivega pa lahko najdejo v njej tudi Studentje drugih, predvsem tehniskih
fakultet, saj pokriva ve¢ino standardnih poglavij iz numeri¢nih metod, ki se predavajo na fakultetah,
kjer to ni glavni predmet. Podlaga za zbirko so naloge, ki so se pojavljale na izpitih med leti 2000 in
2015.

Snov iz nalog obsega poglavja, ki se predavajo pri predmetu Numeri¢ne metode, in sicer reSevanje
nelinearnih enacb (bisekcija, tangentna in sekantna metoda, Newtonova metoda za sisteme), sisteme
linearnih enacb (direktne in iterativne metode), aproksimacijo (metoda najmanjsih kvadratov), in-
terpolacijo, numeri¢no odvajanje in integriranje (Newton-Cotesova in Gaussova kvadraturna pravila),
reSevanje navadnih diferencialnih enac¢b (Eulerjeve metode) ter robnih problemov v eni in dveh di-
menzijah (metoda konénih razlik).

Pri vsakem poglavju je nekaj nalog resenih z vsemi postopki, nekatere pa so dane bralcu v razmislek
in reSevanje. Vse naloge pa spremljajo rezultati in ve¢inoma primerjave s to¢nimi vrednostmi. Pri
nekaterih nalogah rezultate ilustriramo tudi s slikami. Ni namen te zbirke, da bi preko nje spoznavali
numeri¢na programska orodja, kot sta Matlab® in Octave, pa¢ pa, da naloge resujemo klasiéno, na
papir. Upava, da bo pri¢ujoc¢a zbirka marsikomu v pomo¢ pri pripravi na izpit, pa tudi v veselje pri
spoznavanju novih orodij, ki so uporabna na marsikaterem strokovnem podrocju.

Avtorja se zahvaljujeva recenzentoma prof. dr. Tomazu Slivniku in prof. dr. Emilu Zagarju za
strokovni pregled ter konstruktivne in umestne pripombe. Tudi z njuno pomocjo je zbirka dobila
dokonéno obliko in vsebino.



1 TIterativno resevanje nelinearnih enacb

Resujemo nelinearne enacbe oblike f(z) = 0.

Bisekcija

znaka. V vsaki iteraciji izra¢unamo nov priblizek po formuli

Ty — Tnp—-1
Tptl = Tp—1+ u>
2
ki je ekvivalentna formuli 2,11 = W, vendar stabilnejsa. Ce je f(zn_1) f(Zns1) < 0, izberemo

za nov interval [X,_1, Tp41], sicer pa [Typ41, Tn).

Sekantna metoda

Zatnemo s primerno izbranima zaCetnima priblizkoma xg in x;. V vsaki iteraciji izra¢unamo nov

priblizek po formuli
Tpn — Tn-1

flan) = f@n-1)

Tn4+1 = Tpn — f(xn)

Metoda regula falsi

Za zacetni interval [xg,x1] mora veljati f(xg) f(z1) < 0. V vsaki iteraciji izracunamo nov priblizek

po formuli
Ty — Tn-1

f(zn) — f(xn—l)‘

Ce velja f(zn_1) f(xny1) < 0, izberemo za nov interval [z, 1, 2, 1], sicer pa [T, 1, Zn].

Tn4+1 = Tn — f(l'n)

Newtonova (tangentna) metoda

Zatnemo s primerno izbranim zacetnim priblizkom xg. V vsaki iteraciji izra¢unamo nov priblizek po
formuli

Tntl = Tp — f’(ﬂi’ )
n

Naloge

1. Z Newtonovo iteracijo dolo¢ite vrednost +/2 na tri decimalna mesta natanéno.
Resitev: Resujemo lahko enacbo 22 —2 = 0 z uporabo Newtonove metode. Za zacetni priblizek
vzamemo xg = 1. Z iteracijo

3 -2 2z +1)

n
2 2
3T 3Tz

Tn+l1 = Tp —
dobimo zaporedje priblizkov

wo | w1 | @ | w3 | a4
1.000 | 1.333 | 1.264 | 1.260 | 1.260

Po treh korakih metode je x3 = 1.260.



2. Zapisite iteracijsko shemo sekantne metode za resevanje nelinearne enacbe f(x) = 0, kjer je

_ (z3+3)
Napravite tri korake metode, ¢e za zaCetna priblizka izberete xg = —3 in 1 = —2.
Resitev: Pri sekantni metodi uporabimo iteracijo

Tpn — Tn-1
f(xn> - f(xn—l)

in z uporabo izbranih zacetnih priblizkov dobimo zaporedje priblizkov

Tn4+1 = Tn — f(xn)

zo | aw | @ | ws | m | w5 | w
—3.000 | —2.000 | —1.571 | —1.225 | —=1.062 | —1.008 | —1.000

Po treh korakih metode je x4 = —1.062, to¢na resitev za primerjavo je xo = —1.

3. Zapisite iteracijsko shemo metode regula falsi za resevanje nelinearne enacbe f(x) = 0, kjer je

f(z) = 2% +sinz — 1.

w

Napravite tri korake metode, ¢e za zacetna priblizka izberete zg = % inxz; = 2.

[\

Regsitev: Pri metodi regula falsi uporabimo iteracijo

Ty — Tp—1

fan) = f(en-1)’

Tnt+l = Tp — f(wn)
(enako kot pri metodi bisekcije). Z uporabo izbranih zacetnih priblizkov dobimo zaporedje
priblizkov

ZTo ‘ T ‘ xT9 ‘ T3 ‘ Tq ‘ Ts5
0.500000 | 1.500000 | 0.604981 | 0.657405 | 0.682804 | 0.694905

Po treh korakih metode je x4 = 0.682804, tocna resitev za primerjavo je xo, = 0.705694.

4. Na intervalu [0, 2] lezita dva korena enacbe

Poiscite vecjega od njiju in ga dolocite na 4 decimalna mesta natanc¢no.

Rezultati: Iskana korena sta xyax = 1.3932, Tmin = 0.2089.

5. Pokazite, da lezi na intervalu I = [1,2] vsaj en koren enacbe
f@)=a3—z—-1=0.
Poiscite ga z metodo bisekcije tako, da bo napaka manjsa od 1073, Koliko korakov bisekcije je

potrebnih?

Rezultati: Ker je odvod f/(x) = 322 — 1 na intervalu [1,2] pozitiven, je funkcija f na tem
intervalu strogo narasc¢ajoca, kar pomeni, da ima na tem intervalu najve¢ en koren. Ker je

sicer £ = 1.324. Za izracun le-tega na zeljeno natanc¢nost je potrebnih 11 korakov bisekcije.

6. Z Newtonovo metodo dolocite v/3 in v/15 na pet decimalnih mest natancno.

Rezultati: Iicemo korena funkcij 22 —3 = 0 in 22 — 15 = 0 ter dobimo /3 ~ 1.73205 in
V15 = 3.87298.



7. Z metodo bisekcije doloéite vrednost v/25. Napaka naj bo manjsa od 1074,

10.

11.

12.

13.

14.

Rezultat: Iitemo koren funkcije 23 — 25 = 0 in dobimo /25 ~ 2.9240.
Pokazite, da lezi na intervalu I = [0, 2] vsaj en koren enacbe
fz) =22 — :=0.

Poiscite ga z metodo bisekcije in z Newtonovo metodo tako, da bo napaka manjsa od 1072, Koliko
korakov iteracije je potrebnih? Pri Newtonovi metodi vzemite za zacetni priblizek xzg = 0.

predznacena, zato ima na tem intervalu natanko en koren, in sicer x = 0.910. Za izracun le-tega
na zeljeno natancnost je potrebnih 9 korakov metode bisekcije in samo 2 koraka Newtonove
metode.

7 Newtonovo metodo poiscite pozitivno resitev enacbe

22 —10cosz = 0.

Rezultat: Pozitivna resitev je z = 1.37936.
Z Newtonovo metodo dolocite en kompleksni koren enacbe
22 4+1=0.

Za zagetni priblizek vzemite z9p = 1 + ¢ in izraCunajte zs.
Rezultat: Iskani kompleksni koren je z3 = 0.00171569 + 0.997304%.
7 Newtonovo metodo resite enacbo

3+ %:p +3=0.
Ali iteracija konvergira ne glede na to kako izberemo zacetni priblizek?
Rezultat: Resitev enacbe je x = —0.5. Iteracija ne konvergira za vsak zacetni priblizek.

Zapisite tri korake sekantne metode za enacbo

a:3+3_
5 =

T+ 0,

kjer za zacetna priblizka vzamete g = 1 in 21 = 3.
Rezultati: Prvi trije koraki so xo = 0.6, x5 = 0.26444 in x4 = —1.10595.
S sekantno metodo poiscite resitev enacbe

z3 + % = cosx,

Ce za zacetna priblizka vzamete x¢g = 0 in 1 = 1. Napravite 7 korakov sekantne metode.

Rezultati: Prvih sedem korakov je xo = 0.342537, x3 = 0.536536, z4 = 0.738769, x5 =
0.648924, x¢ = 0.660178, 7 = 0.661315 in zg = 0.661298.

S pomocjo Newtonove metode poiscite resitev nelinearne enacbe
2e% — 2 =)

na 6 decimalnih mest natanéno.

Rezultat: Resitev enacbe je z = 0.693147.



1.1 Navadna iteracija, metoda negibne tocke

Resitvam enacbe x = f(z) pravimo negibne tocke. Tiste, v katerih je absolutna vrednost odvoda
pod ena, torej |f'(z)] < 1, imenujemo priviacne, tiste, v katerih je absolutna vrednost odvoda nad
ena, torej |f/'(z)| > 1, pa odbojne negibne tocke. Privlaéne negibne tocke lahko poiséemo z navadno
iteracijo

Tn1 = f(2n),

kjer je xg primerno izbran zacetni priblizek.

Naloge
1. Z Newtonovo iteracijo poisé¢ite resitev enacbe z = f(z), kjer je
fw) = —1(z5 +3).

Izberite zacetni priblizek xo = 1. Ali lahko dobimo resitev enacbe tudi z navadno iteracijo
Zn4+1 = f(zp) s primerno izbranim zacetnim priblizkom?

Regsitev: Newtonova iteracija za enacbo f(z) —xz =0 je

1.3 3 3,3
P f(xn)_xn_x i R )
fxn) —1 —sa2 -1 —sa2 —1
7, zacetnim priblizkom zg = 1 dobimo zaporedje priblizkov
Zo ‘ Z1 ‘ T2 ‘ €T3 ‘ T4 ‘ T5

1.000 | —0.200 | —1.423 | —1.085 | —1.004 | —1.000

Resitev enacbe je torej x = —1. Absolutna vrednost odvoda f'(z) = —%x2 v tocki x = —1 je
lf'(—=1)| = % > 1. To pomeni, da je negibna tocka odbojna (glejte sliko) in navadna iteracija ne

konvergira.
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2. Na intervalu [0, 1] ima enacba f(z) = z, kjer je
_ —z _ 1
f(x) =3xe™ — 3,

dve resitvi. Katero od teh dveh resitev je mogoce poiskati z navadno iteracijo

Tnt1 = f(Tn),  Tpt1 = 3/@pe” ™ — %

s primerno izbranim za¢etnim priblizkom xy?



Resitev: Najprej z Newtonovo iteracijo

f(xn) — Tn

Tl = f/(mn) -1

pois¢emo resitvi enacbe f(x) = x. Izberemo en zacetni priblizek zy = 0.02 ter drugi zacetni
priblizek x¢ = 1.00 in dobimo zaporedje priblizkov

Zo 1 T2 T3
0.02 | 0.0130373 | 0.013748 | 0.0137594
1.00 | 0.851983 | 0.84922 | 0.849218

Absolutna vrednost odvoda f'(x) = %\}E—%) v izra¢unanih tockah je

|£/(0.0137594)| = 12.2658 > 1

za, prvo negibno tocko ter
|£/(0.849218)| = 0.486293 < 1

za drugo negibno tocko. To pomeni, da je prva tocka odbojna, druga pa privlaéna (glejte sliko),
torej lahko z navadno iteracijo poiS¢emo le drugo negibno tocko.
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3. Enacbo = = bx(1 — z) reSujemo za razlicne vrednosti parametra b. V kaksnih mejah se mora
gibati parameter b, da iteracija
Tnt1 = bxn(l - $n),
s primerno izbiro zacetnega priblizka, konvergira k pozitivni resitvi enache?

Resitev: Enacba ima dve reSitvi, t =0 in x = %. Da bo ta resitev pozitivna, mora biti b > 1.
7 gornjo iteracijo lahko pois¢emo samo privlacne negibne tocke, torej take, kjer je odvod desne
strani enacbe f(z) = bx(1 — x) po absolutni vrednosti manj kot ena. Ker je

fl(z) =51 - 22),

(b—1\|
f(b>'—\2—b\<1,

dobimo

ki ima resitev za b € (1, 3).



4. Pokazite, da lezi na intervalu I = [0.1, 1] natanko en koren enacbe
x +logx =0,

ter ga nato poiscite z Newtonovo metodo. Funkcije

fz) = —logz, g(z)=e*, h(z)="TC"

imajo natanko eno negibno tocko na danem intervalu I, ki se ujema s korenom zgornje enacbe. V
katerih primerih je ta tocka privla¢na in v katerih odbojna? Z drugimi besedami, v katerih pri-
merih lahko pois¢emo zacetni priblizek, razlicen od negibne tocke, tako, da iteracija konvergira,
in kdaj to ni mogoce?

Resitev: 7 uporabo Newtonove iteracije

Ty + log xy,
Tyl = Tp — ——————

n+1 n 1+ i
dobimo koren enacbe & = 0.567143. Funkcija F(z) = x 4 logz je strogo narasc¢ajoca in ima za
zalogo vrednosti vsa realna Stevila, zato ima enacba F'(z) = 0 en sam koren. Ker je F'(0.1) =
—2.20259 in F (1) = 1, le-ta lezi na intervalu I = [0.1, 1]. Preverimo absolutne vrednosti odvodov
danih funkcij v tem korenu

l—e"
— T

1
Fe) == @)= W)
Dobimo
| ()| =1.76322 > 1, |¢/(2)| =0.567143 <1, |h'(2)| =0.216428 < 1.

Ker je odvod prve funkcije po absolutni vrednosti veéji od 1, je prva tocka odbojna in iteracija
ZTp+1 = — log z, ne konvergira. Odvoda druge in tretje funkcije po absolutni vrednosti sta manjsa
od 1, zato sta ti dve tocki privlacni in iteraciji 2,11 = %" ter zp41 = " konvergirata.

5. Na intervalu [0, 2] ima enacba f(z) = 0, kjer je
Fl@) = Vae s - 1,
dve resitvi. Katero od teh dveh resitev je mogoce poiskati z navadno iteracijo
Tnt1 = [(@n) + Ty, Tng1 = VIne T — 1+,

s primerno izbranim zac¢etnim priblizkom zy?

Rezultati: Ugotovimo, da je 1 = 0.07221 odbojna tocka, x5 = 1.63084 privla¢na tocka.

6. Pokazite, da ima enacba
f(z) =23 +42® —10 =0,

en koren na intervalu [1,2]. Uporabite Newtonovo metodo. Katera od iteracijskih oblik

a) v =g(x) =z — 23— 422 + 10,

b) z = h(z) = V10 — 23,
¢) z=k(z) = /15,

je najugodnejSa za metodo navadne iteracije?

Rezultati: Ker je odvod f’(z) = 322 + 8z na intervalu [1,2] pozitiven, je funkcija f na tem
intervalu strogo narasc¢ajoca, kar pomeni, da ima na tem intervalu najve¢ en koren. Ker je

sicer & = 1.36523. Iteracija a) divergira, iteraciji b) in c) pa konvergirata, vendar zadnja hitreje.



10.

11.

Dolocite interval zacetnih priblizkov, za katerega konvergira iteracija

ern
Tp4+1 = 3 )
in dolocite negibno toc¢ko na dve decimalni mesti natané¢no.

Rezultati: Iskani interval je I = (—o0,log 12), negibna tocka pa & = 0.91.

Na intervalu [0, 1] lezi natanko ena negibna tocka funkcije

f(z)=a%e"+ 1.
Poiscite jo z Newtonovo iteracijo na 4 decimalna mesta natancéno. Ali je negibna tocka privlacna
ali odbojna?

Rezultati: Negibna tocka & = 0.7778 je privlacna.

Pokazite, da navadna iteracija z,4+1 = f(x,), kjer je

fl@) = 3(=* = 3),

konvergira k resitvi, ki lezi na intervalu [—1, 1], za vsak zacetni priblizek z¢ € [—1, 1].
Rezultat: Negibna tocka £ = —0.302776 je privlacna za vsak zacetni priblizek iz danega inter-
vala.
Poiscite negibni tocki funkcije

f(z)=2ze "+ 3
ter dolocite njun tip.

Rezultati: Negibna tocka z; = —0.29603 je odbojna, negibna tocka s = 1.22032 pa privla¢na.
Enacba

a) © = f(x), kjer je f(x) = z2e* — 1,

b) z = f(z), kjer je f(z) = —2%e % + 2,
ima dve resitvi. S pomocjo Newtonove metode ju doloc¢ite na 6 mest natanéno. Ugotovite, katera
je privlacna in katera je odbojna tocka za navadno iteracijo xn4+1 = f(zp).

Rezultati:
a) Tocka x1 = 0.882534 je odbojna, tocka b) Tocka x; = —1.03746 je odbojna, tocka
x9 = —0.739123 pa privlac¢na (glejte sliko). x9 = 1.49825 pa privlacna (glejte sliko).
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1.2 Sistemi nelinearnih enac¢b

Resujemo sistem nelinearnih enacbe oblike F(x) = 0.

Newtonova metoda za sisteme

Zatnemo z zacetnim priblizkom xg. V vsaki iteraciji izra¢unamo nov priblizek po formuli
Xp+l = Xp — J_l(xn) -F(xy),
kjer je J Jacobijeva matrika. Inverza v praksi ne racunamo, pa¢ pa reSitev poiS¢éemo preko resevanja
sistema linearih enacb.
Naloge
1. Zapisite iteracijsko shemo Newtonove metode za reSevanje sistema nelinearnih enacb

?+y =1 z4+y=-1.

Naredite en korak metode, Ce je zacetni priblizek [ 50 ] = [ ;g }
0

Resitev: Iscemo preseciSca kroznice in premice, ki se sekata v dveh tockah:

_S1-VT o -1+ VT 1T 1T

T = A y Y1 4 €2 4 y Y2 = 4

Iteracijska shema se glasi

][z 2]

Yn+1 g(CUn, yn)

Ker je f(z,y) =22 +y?> —1in g(a,y) =x +y + %, je Jacobijeva matrika enaka

(23 231 [ 1)

92(2,y) gy
Rac¢unamo en korak iteracje za xg = %, Yo = %
1 D -1 f(zo,yo)
= —J (o, Yo [
[ Y1 } Yo ] ( y) g(foayo)

SIERINE

- e[ -2

—1
Izracun [ 1 :13 } . [ gg ] napravimo tako, da resimo sistem linearnih enacb
L 3] |~ | _ 3/2
1 1 z9 a 5/2 ’
oziroma 2z + 3z9 = % in 21+ 29 = %, ki ima resitev z; = 3 in z9 = —%.

Inverza matrike pri numeri¢nih metodah v praksi obi¢ajno nikoli zares ne ra¢unamo, saj je
izracun Casovno potraten in numeri¢no nestabilen. Predvsem to velja za velike matrike. Za
matrike reda 2 x 2 imamo sicer preprosto formulo za izra¢un inverza, ki pa se je ne da preprosto
posplogiti na matrike visjega reda. Tako da v praksi za vse matrike namesto inverza racunamo
resSitev pripadajocega sistema enacb.

11



2. Dani sta kroznici
2 4+9y?=1 in (z—-1)2+42=1

7 uporabo Newtonove iteracijske sheme za sisteme naredite dva koraka metode z zac¢etnim pri-

blizkom {xo } — [ 1 ]
Yo 1

Resitev: Newtonova iteracijska shema za resevanje sistema f(z,y) = 22 +3?> —1 = 0 in
gle,y) = (- 1)*+y*—1=0je

][5 ]

Yn+1 Yn g(:l:na yn)

Ker so parcialni odvodi enaki f, = 2z, f, =2y, g, = 2(z — 1) in g, = 2y, je Jacobijeva matrika

L 8L 3
9r Gy 2 —-1) 2y |’

Sledi
HEHRE LR
-1
HE KRR AR
Tzracun [ 0 g]_l- [ (1) } napravimo tako, da resimo sistem [(2) 3}[2 ] — [ (1) }oziroma

221 + 229 = 1 in 229 = 0, ki ima resitev z1 = % in z9 = 0.

-1
. 1 2 1/4 . . 1 2 21| | 1/4
Podobno izracunamo [ 1 9 ] [ 1/4 ] tako, da reSimo sistem [ 1 9 ]{ o } = [ 14 |
oziroma 2z + 2z9 = % in —z1 + 2z = i, ki ima resitev z; = 0 in z9 = %.

Za primerjavo, toCna resitev je [ v ] = [ 1/2 ]

3. Zapisite iteracijsko shemo Newtonove metode za reSevanje sistema nelinearnih enacb

2?2+ =1, (93—1)2+y2:1.

1
Naredite en korak metode, Ce je zacetni priblizek [ ;jo ] = [ 1 ]
0

. . e 2z 3y? . x| | 1/2
Rezultat: Jacobijeva matrika je J = [ 2r—1) 2y }, prvi korak pa { " } = [ L

4. Zapisite iteracijsko shemo Newtonove metode za reSevanje sistema nelinearnih enacb

2?4 y? =4, x+y3:%.

Naredite dva koraka metode, ¢e je zacetni priblizek [ 0 } = [ 3/2 }

Yo -1
. . s 2z 2y . r1 | | 1.70455 .
Rezultat: Jacobijeva matrika je J = [ 1 3y ], prvi korak [ " } = [ _1.06818 ], drugi

forak oo | @2 ] _ [ 169523
PN e | T | —1.06129 |

12



2 Sistemi linearnih enacb
2.1 Doloceni sistemi
Naloge

1. Izracunajte neskonéno in prvo normo matrike

1 2 -1
A=10 3 -1
5 —1 1

Regsitev: Neskonéna norma matrike A je najveGja vrsticna vsota absolutnih vrednosti

n
[Allo = 1@%12’%"
]:

V nasem primeru dobimo || A||s, = max{4,4,7} = 7. Prva norma matrike A je najvecja stolpi¢na

vsota absolutnih vrednosti .

41 = a3 sl
1=

V nasem primeru dobimo ||Al|; = max {6,6,3} = 6.

2. Izracunajte pogojenostno Stevilo matrike

1 2
A_[1+10—4 2]

v prvi in neskonéno normi.

Resitev: Pogojenostno stevilo matrike A je definirano kot x(A) = ||A] - |A7!|. Izracunajmo
najprej inverz matrike A, kjer uporabimo formulo za inverz matrike velikosti 2 krat 2:

o[2] - g £2)

d ad—bc | —c a
Sledi
—10 10
-1 _ 3
AT =10 [ 5+5-107% =5 ]
Pogojenostni stevili v prvi in neskonéno normi sta
k(A = ||All1-||A7Y =4 - 15000.5 = 60002,
K(A)so = [ Allos - [|[A™ oo = 3.0001 - 20000 = 60002.
3. Ali je matrika
2 -1 0
A=| -1 2 -1
0o -1 2

pozitivno definitna?

Resitev: Matrika je pozitivno definitna, ¢e so vsi glavni minorji matrike pozitivni. Ker je

9 _1 2 -1 0
My =2 >0, MQI‘_l 2':3>0 in Msg=| —1 2 —-1|=4>0,
0 —1 2

je matrika A pozitivno definitna. Ekvivalenten pogoj za pozitivno definitnost je, da so vse
lastne vrednosti matrike A pozitivne. Tudi ta pogoj je izpolnjen, saj so lastne vrednosti enake
A1 = 0.5858, Ao = 2.0000 in A3 = 3.4142.
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4. Dan je sistem Ax = b, kjer je

4 3 2 2
A=|3 4 3 in b=|25
2 3 4 4

Dolocite LU razcep (brez pivotiranja) matrike A ter z uporabo tega razcepa resite gornji sistem
enach.

Resitev: Matriki L in U v LU razcepu matrike A,

1 00 3 2
L=|3% 10 in U= T3,
e 0
dobimo z algoritmom, kjer napravimo redukcijo matrike A
4 3 2 4 3 2 3 2
A=|3 4 3| ~|0 I 3|~ T3l =u
2 3 4 0 3 3 0 L

Elemente v spodnjem trikotniku matrike L dobimo tako, da na vsakem koraku v pripadajoc¢em
stolpcu delimo elemente s pripadajo¢im diagonalnim elementom.

7
2

S premo substitucijo najprej resimo sistem Ly = b, ki ima reSitev y = [ 2 0 ]T, nato pa z

obratno substitucijo Se sistem Ux =y, ki ima reSitev x = [ -1 2 0 ]T.

5. Pokazite, da je matrika koeficientov sistema linearnih enach Ax = b, kjer je

1))

pozitivno definitna ter resite sistem z razcepom Choleskega.

Regsitev: Matrika A pozitivno definitna, ¢e so vsi glavni minorji matrike pozitivni. Glavna
minorja sta

2 1

My =2>0 in My;= 1 3

‘:5>Q

ki sta oba pozitivna, torej je dana matrika pozitivno definitna. Razcep Choleskega napravimo
tako, da dano matriko razcepimo na produkt A = L L, kjer je L spodnja trikotna matrika

a al | p O e r’ . p? prT
a A, | | r L, o LT | | pr rx" + L, LT
Sledi

a=p" = p=ya,
al =pr’ = rT =al/p,
A, = L*L*T +rrl = L*L*T = A, —rr’.

V nasem primeru dobimo

a=2 = p=+2,
al =1 = rT:%,

— T _ 1 _ 5 _ 5
A=3 = LIF=3-1=3 L=/}



Faktor Choleskega je torej

L= 1 5

V2 0]
2 2
Sistem resimo tako, da ga razbijemo na dva trikotna sistema

LL'x=b, L'x=y, Ly=hb,

ki ju resimo z direktnim (premim) oziroma obratnim vstavljanjem. Z resitvijo trikotnih sistemov

NS Jo V2 % B
1 5 | Y= 1 0 5 X=Y,
V2 2 2

dobimo resitev

. Prepricajte se, da je matrika

pozitivno definitna in napravite razcep Choleskega.

Resitev: Dana matrika je pozitivno definitna, saj so glavni minorji enaki M; = 4 > 0 in
My = det A = 3 > 0. Matriko razcepimo na A = L LT, kjer je L spodnja trikotna matrika

3105 05 21T ]

Sledi a =2, § = % in~vy= § Faktor Choleskega je tedaj

2 0
L=\, »x5 |-
2 2
. Dolocite razcep Choleskega za matriko
25 15 =5
A=1| 15 18 0
-5 0 1

Resitev: Matriko L v razcepu Choleskega matrike A = L L”:
5 00
L= 3 3 0],
-1 1 3

dobimo z algoritmom, kjer napravimo redukcijo matrike A

25 15 -5 5 0 0 5 0 0 5 0 0
A=1] 15 18 0 | ~ 39 3|~ 3 3 0|~ 3 3 0| =L
-5 0 11 -1 3 10 -1 1 9 -1 1 3

Pri tem na vsakem koraku diagonalni element korenimo, poddiagonalne elemente delimo z novim
diagonalnim elementom ter poracunamo elemente podmatrike enega reda manj desno spodaj:

[f ﬁ}_[—?][3’4]::[2 i]’
10-1* = 9.
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8. Pokazite, da lahko sistem Ax = b, kjer je

SERIS|

resimo s pomocjo Jacobijeve iteracijske metode in zapiSite tretjo iteracijo. Za zacetni priblizek
vzemite vektor O.

Resitev: Sistem reSsimo z Jacobijevo iteracijo
Xnt+1 = Ry xn + ¢y,
kjer je Ry = D~Y(L + U) Jacobijeva iteracijska matrika, c; = D~'b pa iteracijski vektor. Pri

tem matriko A koeficientov sistema razcepimo na A = D — L — U, kjer je D diagonalna matrika,
— L spodnji trikotnik, —U pa zgornji trikotnik matrike A. V nasem primeru dobimo razcep

A:D—(L+U)=[é g]—[g (1)]

Iteracijska matrika in vektor sta

Ry = D YL+U) = [

oo 132 - |

Lastni vrednosti iteracijske matrike R; dobimo iz enacbe

1 1
‘:)\2—:0, Alg:iﬁ.

Ker sta po absolutni vrednosti manj kot 1, je Jacobijeva iteracija konvergentna. Iz iteracijske

sheme ]
dobimo zaporedje priblizkov

o-[2]. -] =[] =[5

Za primerjavo, to¢na reSitev je enaka
1
x= [ : ] |

9. Pokazite, da lahko sistem Ax = b, kjer je

1 -1 0
=[] oeeh)
resimo s pomocjo Gauss-Seidlove iteracijske metode in zapiSite tretjo iteracijo. Za zacetni pri-
blizek vzemite vektor O.

= O

01
Xn+1 = | 1 0 Xp +
2

Regsitev: Sistem reSimo z Gauss-Seidlovo iteracijo
Xn+1 = Ras Xn + cas,

kjer je Rgs = (D — L)~'U Gauss-Seidlova iteracijska matrika, cgs = (D — L)~'b pa iteracijski
vektor. Pritem matriko A koeficientov sistema razcepimo na A = D—L—U, kjer je D diagonalna
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10.

matrika, —L spodnji trikotnik, —U pa zgornji trikotnik matrike A. V naSem primeru dobimo

A:(D—L)—U:[_i g]—[g (1)]

razcep

Iteracijska matrika in vektor sta

Rgs = (D-L)'U = -

| —

cgs = (D-L)"'b =

NI = o=

e N =)
1
—
o
o
.
Il
| —
o O
N|—= =
[E—

| — |
| I
| — |
= O
—_
I
| — |
= O
—_

Lastni vrednosti iteracijske matrike Rgg dobimo iz enacbe

-A 1 1 1
() e ek

Ker sta po absolutni vrednosti manj kot 1, je Gauss-Seidlova iteracija konvergentna. 1z iteracijske

sheme
[ 1]
X, +
2
dobimo zaporedje priblizkov

x0=[8]> Xl:[l(/)Q}’ Xz:[;ﬁ}’ XSZ[%Q]'

Za primerjavo, tocna reSitev je enaka
1
x = [ : ] .

0
Xp41 = |: 0

N =
—

Pokazite, da lahko sistem Ax = b, kjer je

41 1 1
A=|13 11|, b=|1],
10 2 1

resimo s pomocjo Jacobijeve iteracijske metode. ZapisSite tocno resitev in tretjo iteracijo. Za
zacetni priblizek vzemite vektor O.

Resitev: Matrika koeficientov sistema je diagonalno dominantna, zato Jacobijeva iteracija kon-
vergira. ZapiSimo Jacobijevo iteracijo po komponentah

A = L ),

4
n 1 n n
A = Lo ),
n+1 1 n
a:é ) = 5(1—335)),
in dobimo zaporedje iteracij
0 0.2500 0.0417 0.1354
xXU=101], xt=1]03333|, x2=100833 |, x*=1|0.1944
0 0.5000 0.3750 0.4792

Za primerjavo, toc¢na reSitev je enaka

0.10
x= | 0.15
0.45
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11. Pokazite, da lahko sistem Ax = b, kjer je
4 1 1 1
A=|1 3 1|, b=|1/|,
1 0 2 1
re§imo s pomocjo Gauss-Seidlove iteracijske metode. Zapisite tocno resitev in tretjo iteracijo.
Za zacetni priblizek vzemite vektor O.

Resitev: Matrika koeficientov sistema je diagonalno dominantna, zato Gauss-Seidlova iteracija
konvergira. Zapisimo Gauss-Seidlovo iteracijo po komponentah

A = L o),

4
1
x§n+1) _ . (1 _ x§n+1) _ xén)) 7
1
m§n+1) _ = (1 . x§n+1)) ,
2
in dobimo zaporedje iteracij
0 0.2500 0.0938 0.0924
xXU=101], xt=]0200 |, x*=1|o01771 |, x*=| 0.1515
0 0.3750 0.4531 0.4538

Za primerjavo, tocna reSitev je enaka

0.10
x= | 0.15
0.45
12. Ali lahko resimo sistem Ax = b, kjer je
2 20 1
A=10 2 1|, b=]|2],
0 01 1

z Gauss-Seidlovo iteracijo? Izracunajte prve tri korake iteracije. Za zacetni priblizek izberite
xo = [0,0, O]T. Kdaj bi se lahko zgodilo, da nas iteracijska metoda pripelje do resitve v konéno
korakih?

Resitev: Gauss-Seidlova iteracija je konvergentna, ker ima iteracijska matrika

100 0 -2 0 0 -1 0
Res=D-L)"'U=|0 % 0 0 0 -1|=|0 0 -2
001 0 0 0 0 0 0

samo nicelne lastne vrednosti. Ker je iteracijska matrika Rgg zgornja trikotna z diagonalo enako

nic, je njena tretja potenca identi¢no enaka ni¢. Zato se tretja iteracija ujema s tocno resitvijo
T

X = X3 = [O,%,l} .

13. Razisc¢ite konvergenco iteracijske sheme x,+1 = a + A x,, kjer je

1 1 4 0 2
a=|1 in A:ﬁ -2 2 -4
1 2 2 7

Regsitev: Da bo iteracijska shema konvergirala, morajo biti vse lastne vrednosti matrike A po
absolutni vrednosti manjse od 1. Lastne vrednosti matrike A so Ay = %, Ao = % in A3 = %, torej
je pogoj za konvergenco izpolnjen in iteracijska shema konvergira.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Vemo tudi, da je spektralni radij p(A), torej najvecja lastna vrednost po absolutni vrednosti,
manjsi od katerekoli matri¢ne norme, p(A) < ||A]|. Zato niti ni potreben izra¢un lastnih vredno-
sti, saj lahko preverimo, ali je kaksna matri¢na norma manjsa od 1, kar posledi¢no pomeni, da
so tudi vse lastne vrednosti absolutno manjse od 1. Ce izberemo neskonéno normo matrike, to
je najvecjo vrsti¢na vsota po absolutni vrednosti, dobimo

11
[Alloo = 13 <1,
kar pomeni, da je pogoj za konvergenco izpolnjen in iteracijska shema konvergira.

1.2969 0.8648
0.2161 0.1441 |

Rezultat: Pogojenostno stevilo je k(A) = ||Allg - [|A7|2 = 2.4973 - 108.

Izra¢unajte pogojenostno stevilo matrike A =

2 -2 1 =3
.. T . -4 7 -1 5
Dolocite LU razcep brez pivotiranja za matriko A = | 5 5 _1 4
6 0 7 -18
1 0 00 2 -2 1 -3
, . -2 1 0 0. 0o 3 1 -1
Rezultati: Faktorja LU razcepa sta L = 11 1 o|Mm U= 0 0 -1 9
3 2 -2 1 0O 0 0 -3

Ali lahko resimo sistem
2 1 x— 2
2 2 ]2
iterativno z Jacobijevo iteracijo? Poiscite resitev.

Rezultat: Da, ker je matrika koeficientov §ibko diagonalno dominantna. ReSitev je x = [ 0 ]

Dolocite prve tri zaporedne priblizke Gauss-Seidlove iteracije za sistem enacb

dr1 + 320 = 24
3r1+4x9 —x3 = 30
—x9+4x3 = —-24

Uporabite zacetni priblizek x° = [1,1,1]7.

Rezultati: Prvi: x! = [5.2500, 3.8125, —5.0469]7, drugi: x? = [3.1406, 3.8828, —5.0293]7, tretji
priblizek: x3 = [3.0879, 3.9268, —5.0183]%, toéna: x = [3,4, —5]T.

Resite sistem Ax = b, kjer je

5 —2 -1 1
A=| -1 4 —-1| in b=|1],
-1 -1 4 2

z Jacobijevo in Gauss-Seidlovo iteracijsko metodo. Ali zaporedje iteracij po obeh metodah
konvergira? Koliko iteracij je potrebnih, da pade neskon¢na norma razlike med zadnjo iteracijo
in pravilno resitvijo pod 1072? Za zacetni priblizek vzamite vektor xo = [0,0,0]7.

Rezultati: Obe iteraciji konvergirata, saj je matrika koeficientov (strogo) diagonalno dominan-
tna. Toéna: x = [0.6,0.6,0.8]7, stevilo iteracij: Nyacobi = 7, NGauss-Seidel = 5-

Pokazite, da lahko sistem Ax = b, kjer je

41 1
A=]1 3 -1 in b=|1],
10 2 1
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20.

21.

22.

23.

resimo s pomocjo Jacobijeve in Gauss-Seidlove iteracijske metode. Zapisite to¢no resitev in tretjo
iteracijo. Za zacetni priblizek vzemite vektor xo = [0,0,0]7.

Rezultati: Obe iteraciji konvergirata, saj je matrika koeficientov (strogo) diagonalno dominan-

0 0.0521 0.0299
tna. Toéna: x = | 0.5 |, Jacobi: X3‘] = | 0.4444 |, Gauss-Seidel: xgs = | 04744
0.5 0.4792 0.4850

Ali lahko re§imo sistem Ax = b, kjer je

2 2 0 1
A=|02 1] in b=|2],
00 1 1

z Jacobijevo in Gauss-Seidlovo iteracijsko metodo? Izra¢unajte prve tri korake za obe iteraciji
ter rezultate primerjajte s toéno resitvijo. Za zacetni priblizek vzemite vektor xq = [0,0,0]7.
Kdaj bi se lahko zgodilo, da bi nas iteracijska metoda pripeljala do resitve v kon¢no korakih?

Rezultati: Obe iteraciji konvergirata, saj imata obe iteracijski matriki samo nicelne lastne

0 0.0 0.0
vrednosti. Tocna: x = | 0.5 |, Jacobi: xg = | 0.5 |, Gauss-Seidel: xg;s = | 05 |. Do
1 1.0 1.0

resitve v kon¢no korakih gotovo pridemo, ko je iteracijska matrika nilpotentna. To pomeni, da
je neka potenca iteracijske matrike nicelna matrika.

Ali lahko resimo sistem Ax = b, kjer je

4 2 1 3
A=]1 3 -1|, b=| -3],
1 -1 -3 —1

z Jacobijevo in Gauss-Seidlovo iteracijsko metodo? Izracunajte prvi korak za obe iteraciji ter
rezultate primerjajte s tocno re§itvijo. Za zacetni priblizek vzemite vektor xg = [ 0 0 0 ]T.
Koliko je prva norma razlike posameznega priblizka in to¢ne resitve?

Rezultati: Obe iteraciji konvergirata, saj je matrika koeficientov sistema (strogo) diagonalno

dominantna. To¢na: x = [ 1 -1 1 ]T, Jacobi: x{ = [ % -1 % ]T, Gauss-Seidel: x§¥ =
[ 3 -2 1 ]T, Prvi normi razlike: Hx - fol =5, Hx - x?sHl =1
Dan je sistem Ax = b, kjer je
4 -2 1 3
A=11 3 -1 in b= 3
1 -1 -3 -3

Ali Jacobijeva iteracija konvergira? Odgovor utemeljite! Naredite dva koraka Jacobijeve iteracije
z zacetnim priblizkom x¢ = [ 0 00 ]T.

Rezultati: Jacobijeva iteracija konvergira, saj je matrika A (strogo) diagonalno dominan-

tna. Tocna reSitev: X, = [ 1 11 ]T, prva in druga iteracija: x; = [ % 11 ]T, Xy =
S RN
2 12
Dan je sistem Ax = b, kjer je
4 -2 1 1
A=11 3 -1 in b= 6
1 -1 -3 —4

Ali Jacobijeva iteracija konvergira? Odgovor utemeljite! Naredite dva koraka Jacobijeve iteracije
z zacetnim priblizkom xg = [ 0 0 0 ]T.
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24.

25.

26.

27.

Rezultati: Jacobijeva iteracija konvergira, saj je matrika A (strogo) diagonalno dominan-

. T . . .. T
tna. Tocna reSitev: Xo = [ 1 21 ] , prva in druga iteracija: x; = [ % 2 % ] , Xg =
[ & 3 ]T
12 36 4

Dan je sistem Ax = b, kjer je
-3 1 . -5
A—[ 5 _4] in b—[ 0].
Ali Jacobijeva in Gauss-Seidlova iteracija konvergirata? Odgovor utemeljite! Naredite tri korake

0

Rezultati: Jacobijeva in Gauss-Seidlova iteracija konvergirata, saj je matrika A (strogo) diago-

Jacobijeve in Gauss-Seidlove iteracije z zatetnim priblizkom x¢ = [ 0 } .

nalno dominantna. To¢na resitev: Xoo = [ i ] Prve tri iteracije z Jacobijevo metodo:
5/3 5/3 35/18
J _ J _ J _
d=[ 0] =[5 =[]
prve tri iteracije z Gauss-Seidlovo metodo:

P[5 - [Z2] ]

Dan je sistem Ax = b, kjer je
-1 17 . . [-5
A= [ 4 _5 ] in b= [ 0 ] .

Ali Gauss-Seidlova iteracija konvergira? Odgovor utemeljite! Naredite tri korake Gauss-Seidlove

iteracije z zac¢etnim priblizkom xg = { 0 }

Rezultati: Ker sta lastni vrednosti iteracijske matrike A\; = % in Ay = 0 po absolutni vrednosti
o . . .. . . 61/5 :
manjsi kot 1, Gauss-Seidlova iteracija konvergira. Tretji korak: x3 = [ 94 4§ 95 }, toCna resitev:

XZBS]

Dolocite katerega od linearnih sistemov enach A;x = b, i = 1,2, kjer je

11 2 1 1
Sl CR O S IR

lahko resite s pomoécjo Jacobijeve iteracije. Vzemite zacetni priblizek xo = [0,0]7 in zapisite
tretjo iteracijo x3.

Rezultati: Prva Jacobijeva iteracijska matrika ima obe lastni vrednosti enaki 0, druga pa ima
lastni vrednosti enaki :I:\/g , torej lahko z Jacobijevo iteracijo reSimo le prvi sistem. Dobimo

x3 =x; = [—1,2]7, ki pa je ze tocna resitev.

Dolocite katerega od linearnih sistemov enacb A;x = b, i = 1,2, kjer je

(11 (2 2 1
Sl ER YO FR ) R

lahko resite s pomoéjo Gauss-Seidlove iteracije. Vzemite zacetni priblizek xo = [0,0]” in zapisite
tretjo iteracijo xs.

Rezultati: Prvi sistem ni resljiv, pri drugem pa ima Gauss-Seidlova iteracijska matrika lastni
vrednosti enaki 0 in % Dobimo x; = [1,2]7, x5 = [%,Q]T in x3 = [%,2]T. Tocna resitev je
x =[0,2]7.
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2.2 Nedoloceni sistemi
Naloge

1. Poiséite tocko ravnine
3x1 +4x0 4 dxs =5,

ki lezi najblize koordinatnemu izhodiscu.
Resitev: Resujemo sistem Ax = b, kjer je
A:[3 4 5], b=5 in x:[xl T9 x3]T

Sistem je nedolo¢en in ima neskonéno resitev. Is¢emo tisto resitev x, katere druga norma |[|x||2 je
najmanjsa. Ce je matrika A polnega ranga, kar pomeni, da so vrstice linearno neodvisne, potem
obstaja enoli¢na resitev danega problema, ki jo izracunamo po formuli

x=Aly, AATy=b, y=(44T)"'b, x=A4TA44T)"'b.

V nasem primeru dobimo

3 3 1 3
x=|4||[3 4 5]]|4 =154
5 5 5
S 3 4 5
Iskana tocka je tako T (E’ 107 E)'

2. Poiscite resitev sistema Ax = b, kjer je

1 2 3 . 1
A—[l 1 1} in b—[z],

ki ima najmanjso evklidsko normo.

Regsitev: Resitev z najmanjso evklidsko normo ||x||2 iS¢emo po formuli

x = ATy,
kjer je y resitev sistema
AATy = b.
Ker je
11 -
1 2 14 6
AAT = [ ] 2 1| = ] ,
111 3 1 | 6 3
[ _3
ima ta sistem (14y; +6y2 = 1 in 6y; +3y2 = 2) resitevy = 1? . Iskana resitev nedolocenega
L 3

sistema je tedaj

_
w

1 1
x=1]2 1
31

| — |
|
S |
| I
I
|
olut Wi &

3. Poiscite resitev sistema Ax = b, kjer je
A=[11 1] in b=[1],

z najmanjso evklidsko normo.

Rezultat: Resitev sistema je x =

Wl o= ol
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3 Aproksimacija, predoloceni sistemi

Pri aproksimaciji z metodo najmanjsih kvadratov iS¢emo vektor x € R"™, ki minimizira drugo normo
IIb — A x||2, kjer je A € R™*" b € R™, m > n in matrika A polnega ranga.

Normalni sistem
ATAx = ATb.
QR razcep
Rx=Q™™, A=QR.
Matrika @ € R™*™ ima ortonormirane stolpce (Q7Q = I), matrika R € R™*" pa je zgornja trikotna
s pozitivnimi diagonalnimi elementi.
Naloge
1. Poiscite vektor x, ki minimizira evklidsko normo ||b — Ax||2, kjer je
1

1 2
A=]1 1], b=1]o0
13 1

Resitev: Iskani vektor x je reSitev normalnega sistema
ATAx = ATp,

ki ima enoli¢no reSitev, ¢e je matrika A polnega ranga. To pomeni, da so stolpci matrike A
linearno neodvisni, torej mora biti v tem primeru rang enak 2, kar pa je izpolnjeno. Ker je

T A _ 3 6 . Ti. 2
AA_[G 14] in Ab—[5},

ouln]=le]

_1
enaka x, = —% in xo = % Iskani vektor je tedaj x = [ 13 ]
2

je reSitev sistema

2. Poiscite vektor x, ki minimizira evklidsko normo ||b — Ax||2, kjer je

1 2 1
A=|4 1|, b=|1
11 1

Resitev: Iskani vektor x je resitev sistema
Rx = Q"b,

kjer je matrika A = Q R. Napravimo najprej QR razcep matrike A. Prvi stolpec matrike A
delimo z njegovo drugo normo in dobimo prvi stolpec matrike )

4D _ (14D _ (45 o5 y3).

q1 = - = \6 3 s 6
1,1 3v/2 67376
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Drugi stolpec matrike 9 dobimo tako, da od drugega stolpca matrike A odstejemo pravokotno
projekcijo drugega stolpca matrike A na prvi stolpec matrike @

2 72
ro = Y2(1,4,1)-(2,1,1) = B2
Ao— V2 2v2 V2 _ V2 (V2 22 V2) _ (29 _5 11
G = (2,1,1)—7"1,2< 53 ,?> =(2,1,1) - == (T,T,?> =(%,-5 1
ter nato dobljeni vektor delimo z njegovo drugo normo
5 (E _5 Q)
_ 4% _ \I8» 79 18) _ (20v/118 5118 11118
=0T T s\ s T am s )¢
’ 6

Nenicelni elementi matrike R so koeficienti ry 1, 71,2 in 722. Sledi

V2 29118
6 354 2
Q= 2v2  _ 5/118 R = 3V2 6 ]
3 177 ’ 0 V118
V2 11/118 6
6 354
Ker je i
| V2
Q@b 5118 ] )
| 59
dobimo sistem
’ — | 5/118 |>
0 1618 L i) 59
8

30

ki ima resitev x1 = 5% in xg = %. Iskani vektor je tedaj x = [ 29 ] .
59

. Aproksimirajte podatke v tabeli

T, |1 2 3
yn |1 3 4
po metodi najmanjsih kvadratov z linearno funkcijo f(z) = a1z + as.

Resitev: Sestavimo sistem linearnih ena¢b v matri¢ni obliki Aa = b, kjer je

T 1 1 1 U1 1
A= 29 1 | =2 1 in b=|y |=]3
T3 1 3 1 Y3 4

Resitev, ki minimizira evklidsko normo ||b — Aal|, dobimo iz normalnega sistema A7 Aa = AT'b,

kjer je
7, | 14 6 . | 19
AA—[(), 3 in A'b= 3 |-

Ta sistem ima resSitev

je
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4. Aproksimirajte podatke v tabeli

po metodi najmanjsih kvadratov s polinomom druge stopnje p(x) = a1x? + asx + ag in poiséite
najmanjso vrednost tega polinoma.

Resitev: Sestavimo sistem linearnih ena¢b v matri¢ni obliki Aa = b, kjer je

3 oz 1 1 11 o 3

2
o lxy oxe 1| | 4 21 . oy | 0
A=122 o 1| "o 310 ®PT 7] o
i oxy 1 16 4 1 Ya 1

Resitev po metodi najmanjsih kvadratov dobimo iz normalnega sistema A7 Aa = ATb, kjer je

354 100 30 10
ATA=1100 30 10 in ATb=1| 4
30 10 4 3
Ta sistem ima reSitev
ai 1.25
a=|a | = —6.95
as 8.75

Kvadratna funkcija, ki najbolje aproksimira podatke iz tabele po metodi najmanjsih kvadratov,
je y = 1.252% — 6.952 + 8.75. Najmanjso vrednost tega polinoma dobimo tam, kjer je odvod
Yy = 2.50x — 6.95 = 0, to je pri Ty = 2.78, in sicer Ymin = —0.9105.

5. Aproksimirajte podatke v tabeli

| 0 1 2 3 4 5
yn | 114 0.89 0.71 0.67 0.64 0.48

al1x

po metodi najmanjsih kvadratov s funkcijo f(z) = aze™® tako, da uvedete nove spremenljivke,

za katere postane problem linearen.

Resitev: Nove spremenljivke uvedemo tako, da enacbo y = a2e™? logaritmiramo
logy = logas + ayx,
oznacimo
Y=logy in X==z
ter aproksimiramo podatke v tabeli
Xo| O 1 2 3 4 5

Y, | 013 —012 —034 —0.40 —045 —0.73

z linearno funkcijo Y = a5 X + af, kjer je aj =logas in a% = a;. Dobimo sistem enacbh Aa’ = b,
kjer je

[ ] [ 0.13 ]
—0.12
—0.34
—0.40
—0.45

| —0.73

, in b=

U G T O T (S

QL W N~ O
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Resimo ga z uporabo normalnega sistema AT Aa’ = ATb, kjer je

T, | 9 15 Tv 7.45
AA_[LB 6 A'b = —-1.91
Ta sistem ima resSitev
a/ _ aa _ _0.15
ol dy | 0.07 |-
Sledi
a; =ah=-0.15 in ag= e = 1.07.

Podatke iz tabele aproksimiramo s funkcijo f(x) = 1.07e%15% (glejte sliko).

N

1.0
08

06

. Podatke

3 4
2 3

Wi

aproksimirajte z linearno funkcijo y = ax + 8 po metodi najmansih kvadratov ter dolocite
koeficienta « in f.

Rezultati: Koeficienta sta a = % in 8 =1, iskana premica je y = %a: + 1.
. Podatke

z|1 2 3 4
y|2 5 -1 -3

aproksimirajte z linearno funkcijo y = ax + f po metodi najmansih kvadratov ter dolocite
koeficienta « in .

Rezultati: Koeficienta sta o = —% in 8 = 6, iskana premica je y = —%m + 6.

. Poiséite vektor x, ki minimizira evklidsko normo [|Ax — b||2, kjer je

1 2 1 1 2 1
a) A=|1 3|, b=|1/, c) A=1[12 31|, b=|1],
| 11 ] | 2 | | 1 1 ] | 2 |
(1 17 [ 1] 1 17 [ 3]
by A=[2 1|, b=|1], d A=]12 11|, b=|2
| 1 0 | | 1] | 3 1 ] | 1]
Rezultats:
a)X:{_%}, b)X=|:O:|, c) x = L d)x:[4}
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9.

10.

11.

12.

13.

Poiscite premici, ki se po metodi najmanjsih kvadratov, najbolje prilegata danim tockam.
a) Tl(l, 2), T2(2, 1) in T3(3, *1),
b) Tl(l, 1), T2(2, 3) in T3(3,4)
Rezultati: Iskani premici sta
a) Yy = —%JI + %17
b) y =3z — 1.
Dolocite parametra a in b tako, da se bo graf funkcije y = a 4+ b x ¢im bolj prilegal podatkom:
a) {(0,1), (1,5).(25) },
b) {(0,1), (1,5), (2.9}
Rezultati: Iskani parametri in premica so:
a) a =132 =0.9236, b= —1 = —0.4375, y = 132 — Lz
b) a =5 =009028, b=—2 =—-0.3750, y = -3z + 5.

72

S pomodcjo linearizacije dolo¢ite parametra a in b tako, da se bo graf funkcije y = a e~ ¢imbolje

prilegal podatkom
{(0,1),(1,3), 238}

Rezultati: Parametri: a = 0.9806, b = 1.0397, y = 0.9806e~ 10397 (glejte spodnjo sliko),
linearizacija: logy = loga — bz.

2}

05 1.0 15 20

Dano tabelo eksperimentalnih podatkov

Tn [ 100 1.25 150 1.75 2.00
yn | 510 5.79 6.53 7.45 8.46

aproksimirajte po metodi najmanjsih kvadratov s funkcijo y = be®® tako, da problem linearizi-
rate in dosezete najboljSe prileganje grafa funkcije podatkom.

Rezultati: Parametri: a = 0.5057, b = 3.0725, y = 3.0725e%°%7% linearizacija: logy =
logb + azx.

Dano tabelo eksperimentalnih podatkov

Tn | 100 2.00 3.00 4.00 5.00
yn | 035 0.54 045 0.30 0.17

aproksimirajte po metodi najmanjsih kvadratov s funkcijo y = x2e® tako, da problem linearizi-
rate in dosezete najboljSe prileganje grafa funkcije podatkom.

2

Rezultati: Parametri: a = —0.9982, y = x2e~%9982% linearizacija: log I% = azx.
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4 Interpolacija in numeri¢no odvajanje

4.1 Interpolacija in zlepki
Polinomska interpolacija
Klasi¢éna oblika:
Y = pn(z) = apa™ + an_12" -+ a1z + ap.
Newtonov interpolacijski polinom (deljene razlike)

Newtonova oblika:

n 1—1
pn(x):Z[xﬂaxh7xl]fH(x_xj)7
i=0 §=0
kjer je deljena razlika
f®) (20) - =
[1‘(), Tlye-- 7xk:|f = [$1 k' $k]’f_[10 Tk I]f xo o
2 l’k—x(; S slcer.

Naloge

1. Dolocite enacbo parabole skozi tocke T7(1,1), T5(2,2) in T5(—2,1).

Resitev: ReSujemo sistem
Yi = aa;? +bx;+c, 1=1,2,3,

z neznanimi koeficienti a, b in ¢. ZapiSemo ga v matri¢ni obliki

1 11 a 1
4 21 b | =12
4 =2 1 1

Resitev je a = %, b= % inc= % Parabola, ki poteka skozi dane tri tocke, je podana s predpisom

Lo 11
= —X i —.
Yy=3% T4 Ty

2. Funkcija f je podana tabelari¢no

z [ 2 25 4
f(x)]05 04 025

S pomocjo kvadratne interpolacije izracunajte f(3).

Resitev: Funkcijo f interpoliramo skozi dane tocke s kvadratno funkcijo p(z) = ax? + bz + c.
Ko vstavimo podatke iz tabele, dobimo sistem enacb za iskane koeficiente

05 = 4da+2b+ec,
04 = 6.25a+2.5b+c,
0.25 = 16a+4b+c,

ki ima reSitev @ = 0.05, b = —0.425 in ¢ = 0.15. Iskana kvadratna funkcija je
p(z) = 0.052% — 0.425x + 0.15,

iskana funkcijska vrednost pa f(3) ~ p(3) = —0.675.
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3. Funkcija f je podana tabelari¢no

z |12 4 5
fz)|0 2 12 21

S pomocjo kubi¢ne interpolacije izra¢unajte f(3).

Resitev: Funkcijo f interpoliramo skozi dane tocke s kubi¢nim polinomom
p(z) = ax® + bz® + cx + d.

Ko vstavimo podatke iz tabele, dobimo sistem enacb za iskane koeficiente

= a+b+c+d,
— Ba+4b+2c+d,
12 = 64a+ 16b+ 4c+d,
21 = 125a+ 25b+ 5c¢ +d,
ki ima reSitev a = 1—12, b= %, c= % ind= —%. Iskani kubi¢ni polinom je
1 5 2
p(x) = —a3+ —2® + 2 —

iskana funkcijska vrednost pa f(3) ~ p(3) = 32 = 5.8333.
4. Dane so tri tocke v ravnini
A(=2,1), B(1,—1) in C(3,2).

Skozi te tri tocke interpolirajte polinom druge stopnje. Z Newtonovo metodo dolocite teme tako
dobljene parabole.

Resitev: Vse tri tocke vstavimo v enacbo parabole y = ax? + bz + ¢ in dobimo sistem

1 = 4a—-2b+c,
-1 = a+b+e
2 = 9a+3b+c,

ki ima resitev a = %, b= —% inc= —g. Torej je enacba parabole
13 4 7 6
=—x"— —x——
Y=30" 30" 5
Teme dobimo tam, kjer je odvod y' = %m — % = 0. Za Newtonovo metodo potrebujemo Se
drugi odvod 3" = % in primerno izbran zacetni priblizek, npr. zg = 0. Resitev dobimo zZe po
prvem koraku
T i (w) T 260

Teme je v tocki T (2167 _%).

5. Zapisite Newtonov interpolacijski polinom skozi tocke

zi|-1 1 2 3 4
fil 204 -1 =2

Resitev: 7 uporabo formule za deljene razlike, kjer so vse tocke x; razli¢ne

[xm.”,xﬂf::[xh'“’xﬂf—'hop.wa%_ﬂf’
T — X0
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dobimo shemo

i | [f LA Lo Losdf Looaadf
-1 2
-1
5
1 0 ) 3 _%
2| 4 %
-5 13
3| —1 2 °
-1
4| =2

Newtonov interpolacijski polinom je

plz)=2—(x+1)+ g(l‘—i—l)(x— 1)— %(w—l—l)(w— 1)(x—2)+ %(JC—I— (x—1)(x—2)(x—3).

. Z uporabo deljenih razlik izrac¢unajte f(8.2), ¢e je funkcija f podana tabelari¢no

zi | 80 81 83
yi | 16.0 176 17.5

Resitev: Tabela deljenih razlik je

ro  [wo]f =wo

D= |z [wlf=wy [vom]f=2L=2
zo [zolf =y2 [wr,@0lf = B2 [wo 71,30 f = %

vrednost funkcije v tocki x izracunamo s polinomom

p() = yo + [wo, 21] f(x — w0) + [0, 21, 2] f (x — w0) (@ — 21).
V naSem primeru je tabela deljenih razlik

8.0 16.0
D=1]81 176 16.0 )
83 175 —-0.5 —55.0

iskana funkcijska vrednost pa

p(8.2) = 16.0 + 16.0(8.2 — 8.0) — 55.0(8.2 — 8.0)(8.2 — 8.1) = 18.1.

. Tocke (x,y), ki so podane tabelari¢no

|01 2 3 4
yi|1 320 3"

interpolirajte s kubi¢nim zlepkom (p,q), kjer je p(z) = ag + a1x + azx® + azx®, € [0,2] in
q(x) = by + byw + box? + b3, x € [2,4]. V tocki x = 2 se naj se ujemata $e prvi in drugi odvod
polinomov p(z) in ¢(z).

Resitev: Zapisimo sistem enacb, ki ima 8 ena¢b in 8 neznank

Yyi = p(wi) ao + a1@; + agx} + agw), i=1,2,3,
yj =q(z;) = bo+bix;+ beJZ + ng?, j=3,4,5,
P(zs) = d(x3),
pl(xs) = ¢"(x3).
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10.

11.

12.

V naSem primeru se ta sistem glasi

ayg =

ap+ a1 +as + as

ag + 2a1 + 4as + 8as

bo + 2b1 + 4by + 8b3

bo + 3b1 + 9ba + 27b3

bo + 4b1 + 16by + 64b3

a1 + 4as + 12ag — by — 4by — 12b3 =
2a9 + 12a3 — 2by — 12b3 =

Il
OO W o NN W e

in ima resitev ag = 1, a1 = %, as = —2, a3 = %, bo = —7, b1 = %, by = —8in b3 = %. Iskani

kubiéni zlepek (p, q) je tedaj

23 1
p(r) = 1+€m—2x2+6x3, x € [0,2],

95 7
qg(z) = -7+ i 8x? + 6:63, z € [0,2].
Interpolirajte polinom druge stopnje skozi tocke T7(1,2), T5(2,3) in T5(—3,1). Dolocite se ko-
ordinati temena dobljene parabole.

Rezultati: Interpolacijski polinom je y = 0.1522 + 0.55z + 1.30, teme pa T'(—1.8333,0.7958).

Dani sta tocki A(—2,1) in B(1,—1) v ravnini. Dolo¢ite koeficienta a; in as tako, da bosta tocki
A in B lezali na grafu funkcije
f(z) = are® + aze™.

Graf funkcije f seka abscisno os v natanko eni tocki. S pomo¢jo Newtonove metode poiscite
priblizno vrednost abscise te tocke na dve decimalni mesti natanéno.

Rezultati: Koeficienta sta a; = 7.79549 in ag = —3.00313, funkcijski predpis f(z) = 7.79549¢” —
3.00313e%*, iskana abscisa pa xg = 0.953888.

Poiscite polinom, ki interpolira podatke v tabeli

z |01 2 3
fl@)[4 3 15 18

Rezultat: Interpolacijski polinom je p(z) = —%x?’ + %.%2 — %x + 4.
Poiscite Newtonov interpolacijski polinom, ki interpolira tabelari¢cno podane podatke

zi |1 25 5 65 9
yi|2 5 11 14 17

Rezultat: Newtonov interpolacijski polinom je p(z) = 2+ 2(x — 1)+ {5(z — 1)(z — 2.5) — & (z —
1)(z —2.5)(z —5) + o (z — 1)(z — 2.5)(z — 5)(z — 6.5).

Poiscite Newtonov interpolacijski polinom p stopnje 5, za katerega velja p(0) = 4, p/(0) = —4,
p'(0)=8,p(1) =2,p(1) = -1inp"(1) = 1.
Rezultat: Newtonov interpolacijski polinom je p(z) = 4—4z+4a? 223+ 23(z—1)— 123 (2 —1)2.
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4.2 Numericno odvajanje
Naloge

1. Dolocite utezi formule za numeri¢no odvajanje oblike
fl(x) w1 f(z —h) +waf(x) +wsf(z+h)
tako, da bo to¢na za polinome stopnje manjse ali enake 2.

Resitev: Zapisimo sistem enacb, kjer vstavimo f(z) € {1, z, 22}

0 = w;+ws+uws,
1 = wi(z—h)+wex 4+ ws(x+h),
2z = wi(z —h)? 4w + ws(z + h)>.

Resitev mora biti neodvisna od x, kar hitro ugotovimo z upostevanjem prve enacbe v drugi in
tretji, ter dobljene druge enacbe v tretji. Po krajSanju z x dobimo sistem enach

0 = w1 +ws+ws,
1 = —wlh + w?,h,
0 = wih?®+ wsh?,
ki ima resitev wy = —#, wo =0in wg = ﬁ Sledi formula za numeri¢no odvajanje oblike
flx+h)—f(zx—h
R (2L ()

2. Dolocite utezi formule za numeri¢no odvajanje oblike
fl(x) = wif(x —2h) +waf(x —h) +ws f(z)
tako, da bo to¢na za polinome stopnje manjse ali enake 2.
Resitev: Zapisimo sistem enacb, kjer vstavimo f(z) € {1, z, 22}
0 = wi+ws+ws,
1 = wi(x—2h)+ws(x—h)+wse,
2z = wi(z —2h)% +wo(x — h)? + wia?.

Resitev mora biti neodvisna od z, kar hitro ugotovimo z upostevanjem prve enacbe v drugi in
tretji, ter dobljene druge enacbe v tretji. Po krajSanju z z dobimo sistem enacb

0 = wi+w+ws,
1 = —2wih—wsh,
0 = dwih?®+ wyh?,

in wg = % Sledi formula za numeri¢no odvajanje oblike

() ~ f(z —2h) —4231x—h)+3f($)

3. Dolocite utezi kvadraturne formule za odvajanje oblike

f'(@) m wif(2) +waf(x + h) + ws f(z + 2h),

da bo to¢na za polinome stopnje manjse ali enake 2.

I\

ki ima resitev wy = ﬁ, Wy = —

Rezultati: Utezi so w; = —%, wo = % in wg = —ﬁ.
4. Dolocite utezi kvadraturne formule za odvajanje oblike
f'(x) = w1 f(x —2h) + waf(z — k) +ws f(x),
da bo to¢na za polinome stopnje manjse ali enake 2.

1

Rezultati: Utezi so wy = %, wy = —% in ws = 75.
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5 Numeri¢no integriranje

Rac¢unamo integrale oblike ff f(x)dx. Veljajo oznake: zyp = a, x, = b, h = b_T“, T = x9+ 1 h,
i=1,2,...,n (vozli z; so ekvidistantni), f; = f(x;) = f(xo +1i h).

Trapezno pravilo
o h 1
[ s@ds =5 (ot 1) - 510
Zo
Sestavljeno trapezno pravilo ima utezi (1,2,2,...,2,1).

Simpsonovo pravilo

xr2
| f@rdo =3 o+ ahi+ ) - G 0(6)
o
Sestavljeno Simpsonovo pravilo ima utezi (1,4,2,4,2,...,4,2,4,1).

Triosminsko pravilo

[ty =T o she o4 ) - 0O

Sestavljeno triosminsko pravilo ima utezi (1,3,3,2,3,3,2,...,2,3,3,1).

Pravokotnisko (sredinsko) pravilo

To 1
| #@rde = 2m i b2,
o
Sestavljeno pravokotnisko (sredinsko) pravilo ima utezi (1,1,...,1).

Gaussova integracijska pravila

/f da:—Zwl ;) + Rf.

Vozle z; in utezi w; dolo¢imo tako, da je pravilo tocno za polinome do ¢im visje stopnje.

Naloge

1. Izracunajte integral

2
I:/ r3e® dx
-1

s pomocjo trapeznega, Simpsonovega in triosminskega pravila za n = 6. Rezultate primerjajte s
to¢no resitvijo.
Resitev: Ker jen =6,a=—11in b= 2, sledi h = bfTa =

. 1 1
Z; _17 — 9 07 2

vozli pa so v tockah

—_

1
2
3
5 2.

Izracun integrala s trapeznim pravilom:

Livapes = g(f(—l) +2f(=3) +2f(0) +2f(3) +2f (1) +2f(2) + f(2)) = 23.6733.

Izra¢un integrala s Simpsonovim pravilom:
h
Tgimpeon = 3 (F(=1)+4F(=3) + 2£(0) + 4F(3) +2£(1) + 4F(3) + /(2)) = 20.8675.

Izracun integrala s triosminskim pravilom:

Iy = % (F(=1)+3F(=3) +3£(0) +2/(3) + 3£(1) + 3F(3) + /(2)) = 21.0865.

Za primerjavo, to¢na vrednost integrala na 4 decimalna mesta je I = 20.6642.
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. Izra¢unajte integral

1
I:/ 2xe” dx
-2

z uporabo trapezne in Simpsonove tretjinske formule za n = 6. Rezultate primerjajte s to¢no
vrednostjo integrala (per partes).

Resitev: Ker je h = 1’77“ = Lin f(x) = 2z, dobimo s trapezno metodo

Livapes = g (f(=2)+2f (=2) +2f (1) +2f (—3) +2f(0) +2f (3) + f(1)) = 1.04233,

s Simpsonovo tretjinsko metodo pa
h
Tsimpson = 3 (f(=2)+4f (=2) +2f (1) +4f (—3) +2f(0) + 4f (3) + f(1)) = 0.819151.

To¢na vrednost integrala je

1 1 1 1 1
I = / 2ze” dx = 2ze” T 2/ e’ dr = 2ze” — 2e* = 6e2 = 0.812012.

—92 _9 —2

. Sestavite enostavno kvadraturno formulo oblike
1
| f@de~ 1) + bie),
0

kjer vozla & in & izberete tako, da bo formula toéna za monome f(x) € {1,z,2%}. S pomoéjo
dobljene formule izracunajte priblizno vrednost integrala

1
/ sin(7x) dx
0

in jo primerjajte s toc¢no vrednostjo.

Resitev: Za f(r) = 1 je pogoj na prazno izpolnjen. Za f(r) = z in f(z) = 22

enacb
1
/ rdr =
0

1
|t =4 = bgrg).
0

zapiSimo sistem

= %(51—’_52))

N[ =
|

ki ima resitev §12 = % (1 + %) Gornji integral izra¢unamo z dobljeno formulo

/01 sin(ra) do ~ § (sin (3 (1= &) +sin (5 (1+ Z5)) ) = 0.616191

in rezultat primerjamo s to¢no vrednostjo I = % ~ 0.63662.

. Sestavite enostavno kvadraturno formulo oblike
1
/ fa)do =~ wnf (<) +rf(0) +waf (3).

da bo to¢na za polinome stopnje < 2. S pomocjo dobljene formule izra¢unajte priblizno vrednost

integrala
1
/ ze® dx
-1
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Resitev: Najprej dolo¢imo utezi kvadraturne formule tako, da bo to¢na za monome f(z) €
{1,z,2?}. Dobimo sistem enach

1
flz)y=1 : /d:x:a:‘1_1:2=wo+w1+w2,
—1

1 .%'2 1 1 1
flz)=2 - / xdx:?’ =0=—35wo + 5wa,
-1 -1
1 31
_ 2. 2, _ T _2_1 1
flz) =2 : / xdac—?‘ 1—§—Zw0+1w2,
—1 -
ki ima resitev wg = wy = % inw; = —%. Kvadraturna formula je tedaj

1
[ parde =45 (=3 =310+ 47 (3).

Gornji integral izracunamo z dobljeno formulo

1
/ we” du~ 3 (et —e77) = 0.6948
-1

in rezultat primerjamo s to¢no vrednostjo I = 0.7358.

. Sestavite enostavno kvadraturno formulo oblike
1
/ @) e~ wf (6) + S (&),

Utez w in vozla &1 in & izberite tako, da bo formula to¢na za monome f(x) € {1,z,2?}. S
pomocjo dobljene formule izracunajte priblizno vrednost integrala

1
/ e’ dx
1

in jo primerjajte s toc¢no vrednostjo.

Resitev: ZapiSimo sistem enacb
1
flx)y=1 : / dr =2 = 2w,

-1
1

flz)=z : / rdr =0 = wé + wés,
-1

2 by
flx) =2 : /lsc dr = % zwf%-i-wf%,

ki ima reSitevw =11in {12 = i%. Kvadraturna formula je tedaj

1
flz dxzf(—i)—i-f(i).
/ @) 7 e
Gornji integral izracunamo z dobljeno formulo
1 _1 L
/ e“dr~e V3+4evs =2.3427
-1

in rezultat primerjamo s to¢no vrednostjo I = e — % = 2.3504.
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6. Poiscite priblizno vrednost integrala

1
2
/$ezdx
0

z enostavnim Gaussovim kvadraturnim pravilom

1
/0 f(@)de ~ wf(€) + wf(1— ).

Utez w in vozel ¢ dolocite tako, da bo formula toéna za monome f(x) € {1,z,2%}. Rezultat
primerjajte s toé¢no vrednostjo.

Resitev: Izpolnjeni morajo biti pogoji
1
/ 2"dr=w" +w(l-8" n=01,2.
0

Od tod dobimo sistem ena¢b (prvi dve enacbi sta odvisni)

1 = 2w, (n=0),
L= witw(i-8), (n=1),
% = w§2+w(1_£)2? (TL=2),
ki ima resitev w = % in = % — %. Gornji integral izra¢unamo z dobljeno kvadraturno formulo

1
/ ze ™ dr ~ i (fe*g2 +(1-— 5)6*(175)2) = 0.312754
0

in rezultat primerjamo s to¢no vrednostjo I = 62;61 ~ 0.31606.

7. Sestavite enostavno kvadraturno formulo oblike
1
| t@dsxwse)
—1

Utez w in vozel ¢ izberite tako, da bo formula toéna za f(z) = 1 in f(z) = z. S pomocjo dobljene
formule izrac¢unajte priblizno vrednost integrala

1 .
Sin T
dx
—1 xr

in jo primerjajte z vrednostjo, natan¢no na stiri decimalna mesta, ki jo dobite s pomo¢jo razvoja
v Taylorjevo vrsto funkcije f v okolici tocke 0.

1
/da::2:w,
-1

1
/wdazzOzwﬁ,

-1

Resitev: ZapiSimo sistem enacb

ki ima reSitev w = 2 in £ = 0. Sledi

1 - .
/ Sln$dx%2lim sin x _ 9

1 i x—0 X

Razvijemo funkcijo sinx v Taylorjevo vrsto v okolici tocke 0 in dobimo

sin x x? xt

-1+ _
T 3!+5!
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Nato integriramo po x v mejah od —1 do 1 in dobimo
2 2

/1Sinazd a3 n xP 5 n
v — R
7 3.3 5.5 3.3 5.5

Ce zelimo, da se delna vsota n ¢lenov razlikuje od toéne vrednosti za manj kot 104, mora biti

Y
absolutna vrednost (n+ 1)-ega ¢lena manj kot 10~%. Taksno oceno napake lahko naredimo zato
ker je vrsta alternirajoca. Iz W@n_l), < 107 sledi, da je n > 4 in zato

Lging 2 2 2
do~2— _ — 1.89217.
/1 v 3.3 T 5.5 7.om o W8T

T

8. Sestavite formulo za priblizno ra¢unanje singularnih integralov oblike

O fx)da
/O ~ wi(e),

2374

kjer je 0 < ¢ < Z. Formula naj bo to¢na za konstanto in polinom prve stopnje. Po gornji formuli
izrac¢unajte priblizno vrednost integrala

/6 cos(x) da
) 3/4

in jo primerjajte s to¢no vrednostjo.
Resitev: Najprej dolo¢imo utez w in vozel £ tako, da bo formula to¢na za f(z) = 1in f(z)

Dobimo sistem

_ . _ § 1/4 4/
flx)=1 : w= / x3/4dx—4x . =4
s 5
f@)=z : wi= / de— 5/45:%4(%)7
ki ima resitev
w=44 § = 340259, &= 55 =0.10472.

Z uporabo dobljene formule izra¢unamo integral

/6 cos(x) da
— x4 cos == = 3.38395.
/ i

3/4

Za primerjavo, to¢na vrednost integrala je I = 3.35106

9. Sestavite enostavno kvadraturno formulo za singularne integrale oblike
1
f(z) 1
— dx %wof(()) +wif (5 —l—LUQf(l).
|5 3

Utezi w;, i = 0,1, 2, izberite tako, da bo formula toéna za monome f(z) € {1,z,z°}. S pomodcjo

dobljene formule izracunajte priblizno vrednost integrala

/1cos2d
T
0 VT

in jo primerjajte z vrednostjo, natancno na Stiri decimalna mesta, ki jo dobite s pomocjo razvoja

v Taylorjevo vrsto funkcije f v okolici tocke 0.
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Resitev: ZapiSimo sistem enacb

1
1
/dm =2 = wy+w +ws,
0

Ly

—dx :% = %wl—i—wg,
0 VT

1,2

x
/da: :% = %W1+w2,
0 VT

ki ima resitev wg = %, wp = B inwy = 1% Sledi

! Cos 5 4 16 1, 2 1
/0 dm%gcosO—FﬁcosZ—&—ﬁcosg:1.95052.

Razvijemo funkcijo f(z) = cos § v Taylorjevo vrsto v okolici z = 0,

x? xt

J@)=1-"5+ 0~

1L/ B2 T2
T T e = 1.95058.
/0 (\/:E 8 T3sa )

Rezultat se razlikuje od to¢ne vrednosti za manj kot m = 2.17-1075, kolikor je maksimalna
vrednost prvega izpuscenega clena v razvoju v Taylorjevo vrsto (alternirajoca vrsta).

in izra¢unamo integral

10. Poiscite priblizno vrednost integrala
1/2 o—a?

oV

s popravljenim Simpsonovim kvadraturnim pravilom za singularne integrale

dx

Y2 iy
/0 f;(/d%)dx;::wof(())-i-wlf () +w2f (3)

in primerjajte rezultat z vrednostjo, to¢no na Stiri decimalna mesta, ki jo dobite s pomocjo
razvoja v Taylorjevo vrsto funkcije f v okolici tocke 0.

Resitev: Zapisimo sistem enacb

1
1
/dm = V2 = wo + w1 + wo,
0

1 1
Zwl + §w27

S~
e
=
|
oI5
[l

1 1
Ewl + 1‘027

N
2
8
Bk
QU
S
Il
SN
Il

ki ima resitev wg = %, Wy = % in wyg = \1/—55 Sledi

B

—2? y Taylorjevo vrsto v okolici z = 0,

&
I
N
=
.
@
=
o
=
=}
=
.
—i.
o
g
—~
8
N~—
I
o

in izra¢unamo integral
/2 (4 27/2 1/2
a2 LT g = (o/F - 20502 4 149/2 ‘ — 1.3484.
/O<ﬁx+2>x(f5x +9x)0
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11.

12.

13.

14.

Dolocite enostavno kvadraturno formulo za integrale oblike

/0 T f@)e de ~ o f(0) + waf ()

oo
tako, da bo totna za monome f(x) € {1,z,2?}. Pomagajte si z integralom / e % dx = 2.
0

Izracunajte priblizno vrednost integralov
o
a) I :/ vV +1le *drin
0
[e.e]
b) I :/ Vre Pdx.
0

Toc¢na vrednost prvega integrala je Iy = 1.37894, drugega pa Iy = 0.886227. Izracunajte relativno
napako v obeh primerih. Poskusite razloziti, zakaj je v prvem primeru napaka mnogo manjsa
kot v drugem.

o oo o0
Resitev: Ker je / e tdx =1, / ze dr=11n / 22" dz = 2 dobimo sistem enach
0 0 0

l=w twy, l=wsf in 2=wé?

ki ima reSitev w; = wp = & in & = 2. Dobimo [; = 1 +¥3 = 1.366 in I, = %2 = 0.711,

Relativna napaka ]f — I|/I je v prvem primeru enaka 0.00937, v drugem primeru pa 0.20212.
Razvoj funkcije v/z + 1 v Taylorjevo vrsto v okolici tocke 0 je

\/ac—i-l:l—l—%:r—%xz:t---,

kar pomeni, da se ta funkcija dobro aproksimira s polinomom v okolici tocke 0, medtem ko se
funkcije /x ne da razviti v Taylorjevo vrsto v okolici tocke 0. Odvod v tocki 0 gre preko vseh

meja.
s
2 COST
/ = dx
0 92— 7

s Simpsonovo tretjinsko metodo, kjer interval [0, %] razdelite na n = 6 enako dolgih podinter-

Izracunajte integral

valov.

Rezultat: S Simpsonovo metodo dobimo vrednost Isimpson = 1.3707682, toéna vrednost je

Itof:na - 13707622
2 .
/ sin x da
0 i

s Simpsonovo tretjinsko metodo, kjer interval [0, 2] razdelite na n = 6 enako dolgih podintervalov.

Izracunajte integral

Rezultat: S Simpsonovo metodo dobimo vrednost Isimpson = 1.60543, toéna vrednost je lioena =

1.60541.
1 .
/ sin x da
0 xr

a+3h 3h
/ fla)da s 5 (f(a) +3f(at )+ 3f(a+2h) + fla+3h)),

Izracunajte integral

s Simpsonovo triosminsko metodo

kjer interval [0, 1] razdelite na n = 6 enako dolgih podintervalov.

Rezultat: S triosminsko metodo dobimo vrednost I3/ = 0.946085, tocna vrednost je lioena =
0.946083.
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15. Izracunajte priblizno vrednost naslednjih integralov:

1 1 1
a) I:/ Sl?xdaz, b) I:/ T
0 l‘/4 0 et — 1

Rezultati: a) I =0.5284, b) I = 2.4084.

16. Izracunajte priblizno vrednost naslednjih integralov na 4 decimalna mesta natancéno:

1 cos 1z 0.1 ,—z
a) I = dzx, b I:/ —dx, c I:/ —dz.
R AN V=) v I e

Rezultati: a) I =1.8090, b) I =2.9253, c)I=0.6120.

17. Dolocite utezi wg, wi, we tako, da bo kvadraturna formula to¢na za polinome najvisje mozne
stopnje:

1
a) / \/@dxmwof( )—|—w1f(%)—|—w2f(l),

0 [ J@de s (-3) +eat (3)
Rezultati:
a)w0:15 :%g?w?:
b) wi =3, w2 = 2.
18. Sestavite formulo za priblizno racunanje integralov oblike

' f(@)da

~ wf(§),

kjer je 0 < ¢ < 1. Formula naj bo to¢na za konstanto in polinom prve stopnje. Po gornji formuli
izrac¢unajte priblizno vrednost integrala

/1 (1+2?)dzx
0 Ve
in jo primerjajte s to¢no vrednostjo.

Rezultati: Utez: w = 2, vozel: £ = %, priblizna: I = 2.2222, tocna: I = 2.4.

19. Dolocite utezi wp, w1 in wo ter vozel £ tako, da bo kvadraturna formula

1
/0 F() dz = wo f(0) + w1 F(€) + watf (1)

toCna za polinome najvisje mozne stopnje. Izracunajte priblizno vrednost naslednjih integralov
ter jih primerjajte s to¢no vrednostjo na 3 decimalna mesta natan¢no, ki jo izrac¢unate s pomocjo
razvoja v Taylorjevo vrsto:

Lsing Lsing Lsin2z
a ——dz, b ——dz, C / dx.
) /0 al/4 ) 0 VT ) 0o VT

. o . _1: _ 2 _1
Rezultati: Utezi so wgp = we = 5 inwy = %, vozel pa { = 5.

a) Priblizna: I = 0.5203, to¢na: [ = 0.5284.
b) Priblizna: I = 0.5923, to¢na: I = 0.6205.
c) Priblizna: I = 0.3347, to¢na: I = 0.3324.
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20. Doloc¢ite utez in vozel kvadraturnih formul

Vi),
a) / 2 o~ wf(€),

1
f(x)
b [ L2 a~use)
kjer je 0 < £ < 1, da bosta to¢ni za f(x) =1 in f(x) = z. Z uporabo teh formul nato izracuanjte
priblizno vrednost integralov:

161
~_d

a)/o o da,
1

sinx
b de.
) e
Rezultats:
a) Utez: w =3, vozel: £ = 2, priblizna: I = 3¢%/5 = 2.23774, to¢na: 2.34359.
b) Utez: w = 2, vozel: £ = §, priblizna: I = 5 sin 3 = 0.537445, to¢na: 0.513108.

21. Dolocite utez in vozel kvadraturne formule

hM TR W
/0 2~ wf(6).

kjer je 0 < & < h, da bo totna za f(x) = 1 in f(x) = x. Z dobljeno formulo izra¢unajte se
priblizno vrednost integrala

INIE]

sin x

0o VT

Rezultati: Utez: w = 2vV/h, vozel: & = %, priblizna: I = 1.2533, to¢na: I = 1.09855.

dzx.

22. Dolocite utezi kvadraturne formule
2
/ (1') 1
—=dr = wif(37)+wf(l),
|5 ()

da bo formula to¢na za f(z) =1 in f(xz) = x. Z uporabo te formule nato izrac¢uanjte priblizno
vrednost integrala
/2 e
—dzx.
0 VT

Rezultati: Utezi: wi = 22, wy = 192 priblizna: T = 5.8855, totna: I = 6.6877.

23. Sestavite enostavno kvadraturno formulo oblike
1
[ t@)de s fi@) + (e,

Utezi wy in wy ter vozla & in & izberite tako, da bo formula toéna za monome f(z) €

1 z 1
, T, x*,x°}. S pomocjo dobljene formule izracunajte priblizno vrednost integrala ¢ dx
1 2 231, 8 dobl f 1 t bl dnost int 1
—1 X
in jo primerjajte s to¢no vrednostjo.
Rezultati: Utezi: w; = wo = 1, vozla: & = —?, § = ?, priblizna: I = 2.11298, toc¢na:

I =2.1145.
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24.

25.

26.

27.

28.

Sestavite enostavno kvadraturno formulo oblike

1
/0 f}? dz ~ wy f(€1) + waf (&2).

Utezi wy in wy ter vozla & in & izberite tako, da bo formula toéna za monome f(x) €
sinx
dx

Jz

1
{1,z,2% 23}. S pomocjo dobljene formule izracunajte priblizno vrednost integrala /
0
in jo primerjajte s to¢no vrednostjo.
ezultati: ezi: wig = , vozla: &9 = 2 F , priblizna: I = 0. , to¢na:
Rezultati: Utezi: w1z = 1+ 30 vogla: &0 = 3 F 2430 priblizna: I = 0.620331, toc
I =0.620537.

Sestavite enostavno Gaussovo kvadraturno formulo oblike
1
[ r@desws-o +ure).

Utez w in vozel £ izberite tako, da bo formula tocna za polinome ¢im visje stopnje. S pomocjo
1
dobljene formule izracunajte priblizno vrednost integrala / €” sinx dz in jo primerjajte s tocno
-1
vrednostjo.

\S

Rezultati: Utez: w =1, vozel: £ = %3, priblizna: I = 0.665844, toéna: I = 0.663494.

Sestavite enostavno Gaussovo kvadraturno formulo oblike

/O f(x) do ~ wf(€) +wf(l - ).

Utez w in vozel £ izberite tako, da bo formula tocna za polinome ¢im visje stopnje. S pomocjo
1

dobljene formule izra¢unajte priblizno vrednost integrala / e *sinxdr in jo primerjajte s
-1
tocno vrednostjo.

Rezultati: Utez: w = %, vozel: € = % — %, priblizna: I = 0.246096, to¢na: I = 0.245837.

7 uporabo kvadraturne formule iz naloge 11. dolocite priblizno vrednost integrala

oo e_x
1:/ 7
0 1-'—1'2

Rezultat: Integral je I = 0.6.

Izracunajte integral

s pomocjo Gaussove formule

1
/_1 f@)dr~wf(&)+wf(&), &< (—1,1),

in Simpsonove formule
[ = 0+ 40+ 1)

ter ga primerjajte s tocno vrednostjo. Utezi in vozla izberite tako, da bo formula to¢na za
polinome do ¢im visje stopnje.

Rezultati: Utez: w = 1, vozla: {12 = :F§, priblizna: Igauss = 1.89073, Isimpson = 1.89431,
tocna: I = 1.89217.
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29.

30.

31.

32.

Izracunajte integral

1
/ e’ dx
-1

1
/_1 f@)dr~wf(&)+wf(&), &< (—1,1),

s pomocjo Gaussove formule

in pravokotniske formule
1
/ @y~ 240

ter ga primerjajte s tocno vrednostjo. Utezi in vozla izberite tako, da bo formula to¢na za
polinome do ¢im visje stopnje.

Rezultati: Utez: w = 1, vozla: {12 = :F§7 priblizna: Igauss = 2.3427, Ipravokotnik = 2.0000,
tocna: [ = 2.3504.

Doloé¢ite enostavno kvadraturno formulo oblike

a+h
/ f(x) dz ~ wi(€).

Utez w in vozel § € [a,a + h] dolocite tako, da bo formula toéna za f(z) = 1 in f(z) = x. S
pomocjo sestavljene formule izracunajte priblizno vrednost integrala

1 .
/ sin(z) g
0 x

in ga primerjajte s to¢no vrednostjo. Interval [0, 1] razdelite na n = 4 enake dele.
Rezultat: Utez: w = h, vozel: £ =a + %, priblizna: I = 0.950743, tocna: I = 0.946083.

Doloé¢ite enostavno kvadraturno formulo oblike

/OOO f(x)e " dr ~ w1 f(&1) +waf(&2),

kjer je wy; = 2*4\/5 tako, da bo formula tocna za f(z) = 1, f(z) = x in f(z) = 2. S pomocjo
dobljene formule izracunajte priblizno vrednost integrala

/ va+le *dz.
0

Tocna resitev je I = 1.37894. Izracunajte Se relativno napako.

Rezultat: Utezi: w2 = %, vozla: &19 = 2F V2, priblizna: I = 1.97774, tocna: I = 1.37894,
relativna napaka: 0.30.

Dolocite utezi wi, we in parameter h kvadraturne formule

1
/0f<x>dxwf<;—h>+mf<;+h>

tako, da bo formula toéna za f(x) = 1, f(z) = x in f(z) = 2. S pomoé&jo dobljene formule
izracunajte priblizno vrednost integrala
1
/ eV® dx
0

in jo primerjajte s to¢no vrednostjo. Ugotovite, ali formula tocno izracuna tudi integrale, kjer
je funkcija f polinom tretje stopnje.

Rezultati: Po formuli je priblizna vrednost I = 2.00702, to¢na vrednost pa I = 2. Utezi sta
W] =Wy = % in parameter h = %. Formula je to¢na tudi za polinome tretje stopnje.
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6 Robni problemi

Konc¢ne razlike (diference) za prvi odvod

fle+h) - flx—h)

fl(z) =~ 57 , napaka reda O (hQ) (centralna),
flx) =~ o+ h})L —f=) , napaka reda O(h) (prema),
fl(z) =~ @) - i(m —h) , napaka reda O(h) (obratna).

Centralna konéna razlika (diferenca) za drugi odvod

(x) ~ flath) - 21;5;) + = h), napaka reda O (h?) .

Naloge
1. Resite robni problem za Airyevo diferencialno ena¢bo
y'(x) =—16 z y(z), y(0)=1, y(1)=0.
Izberite korak h = %. Drugi odvod nadomestite s centralno konéno razliko

Yk—1 — 2Uk + Yr+1
y//(.%’k) ~ h2 5 k= 172>3>

kjer je
yo=y0)=1 in y =y(1)=0.
Resitev: Centralno konéno razliko vstavimo v diferencialno enac¢bo in mnozimo s h?
Yk—1 — 2Uk + Y1 = —16h>Tpyy.
7 upostevanjem vrednosti za h dobimo sistem linearnih enacb
Ye-1+ ¥k — 2)yk + Y1 =0, k=1,2,3,

katerega razSirjena matrika sistema je

in ima resSitev
_ _ : _ 32
B1=%3, Y=g M Yys=7y.

2. Resite robni problem
y'(@)=—-1, y(0)=0, y(1)=1

Ye—1— 2Yk + Yr+1
72

Ali se lahko gornji linearni sistem enacb resuje s pomocjo Jacobijeve iteracije?

=1

Resitev: Centralno koncno razliko vstavimo v diferencialno ena¢bo in z upostevanjem vrednosti
za h = % dobimo sistem linearnih enacb

gykfl - 18yk + 9Z/k+1 = _17 k= 1727
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kjer je yo = y(0) = 0 in y3 = y(1) = 1. Sistem v matri¢ni obliki se glasi
-18 9 Ay | | 1
9 —18 y | | —10

y=3 in y=4.

Gornji linearni sistem enacb lahko resimo s pomocjo Jacobijeve iteracije, saj je matrika koefici-
entov diagonalno dominantna.

in ima resSitev

. Resite robni problem v dveh dimenzijah

02 0?
8724_871;:3;24-3;2—1, na obmoc¢ju D = [0,1] x [0,1],
x Yy

na robu obmodcja: u(x,y)lop = x—y.

Druge parcialne odvode nadomestite s centralnimi konénimi razlikami. Koliko je priblizna vre-
dnost u (%, %), Ce izberete korak h = %?

0,1 (1,1)

O
Q
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

[(1/21/2)

Q-------------0:

0,0 (1,0)

Resitev: 7 vpeljavo centralnih konénih razlik v notranjih tockah dobimo sistem enacb

Uim1j + Uig1,j + Uig—1 + Uij1 — 4+ Ui
12

Ker imamo v nasem primeru eno samo notranjo tocko, dobimo eno samo enacho

:xf—l—yjz.—l.

ug,1/2 + U112 —4ury1/2 + U120 + U121 9 9
T =T+ Yip— 1
22

—_ _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1. _ 1 :
kjer je Up,1/2 = —35 U172 = 35 U1/2,0 = 35 U121 = —3, L1/2 = 3 M Y1/2 = 3. Sledi

D=

—16uy/91/2 = l‘%/z +yf/2—1—4 (w0172 + Uraja + urjop + urje1) = §+1—142-2-2+42=—

Dobimo resitev
1 1\ ~ 1
u (5’ §> A uy/2,1/2 = 33 = 0.0313.

. Resite robni problem
y'(z) =—z, y(0)=0, y(1)=1

Yh—1 = 2Yk + Yk+1

h? B
Gornji sistem linearnih enacb resite s pomocjo Gaussove eliminacije z delim pivotiranjem. Pois¢i-
te to¢no resitev. Ali se lahko gornji linearni sistem enacb resuje s pomocjo Jacobijeve iteracije?

Rezultati: Priblizne vrednosti: y ~ [0,0.218938, 0.4375,0.695313, 1], toéna resitev: y = %(7:1: —
x3), toéne vrednosti: y = [0,0.289063,0.5625,0.804688,1]. Gornji linearni sistem enacb lahko
reSimo s pomocjo Jacobijeve iteracije, saj je matrika koeficientov diagonalno dominantna.
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10.

Resite robni problem

y//(.%') = —2uz, y(O) =0, y(l) =2,
kjer interval [0, 1] razdelite na n = 4 enako dolge podintervale. Ali lahko gornji sistem enacbh
reSimo z Gauss-Seidlovo iteracijo?

Rezultati: Priblizne vrednosti: y; = 2—1, Yo = %, Yz = %. Sistem lahko resimo z Gauss-Seidlovo
iteracijo, saj je matrika koeficientov diagonalno dominantna.

Resite robni problem
y'(x) = —122% y(0)=0, y(1)=1

Yk—1 — 2Uk + Y1
B2
Ali se lahko gornji linearni sistem enacb resuje s pomoc¢jo Gauss-Seidlove iteracije? Poiscite
toCno resitev.

= —12z3.

Rezultati: Priblizne vrednosti: y =~ [0,0.6296,1.1111,1], toéna resitev: y = 2z — 2, tocne
vrednosti: y = [0,0.6543,1.1358, 1]. Gornji linearni sistem ena¢b lahko resimo s pomocjo Gauss-
Seidlove iteracije, saj je matrika koeficientov diagonalno dominantna.

Resite robni problem

y'—2y =3z, y(0)=1, y(1)=0,
kjer interval [0, 1] razdelite na n = 3 enako dolge podintervale. Drugi odvod v notranjih tockah
aproksimirajte s centralno konéno razliko.

Rezultati: V notranjih tockah dobimo vrednosti y; = % = 0.445141 in yp = % = 0.100313.
Resite robni problem

y'+y =3y==, y0)=2 y)=1,
kjer interval [0, 1] razdelite na n = 3 enako dolge podintervale. Prvi in drugi odvod v notranjih
tockah aproksimirajte s centralnima kon¢nima razlikama.

Rezultati: V notranjih tockah dobimo vrednosti y; = % = 1.13527 in yp = % = 0.873706.

Resite robni problem v dveh dimenzijah:

2 2
a) % + gyg = 0 na obmocju D = [0,1] x [0, 1],
na robu obmoéja: u(x,y)|sp = 2 — y* + 27,
b) @+@:1naobmoéju27:[0 1] x [0, 1]
ox2 Oy ’ T

na robu obmoéja: u(x,y)|op = — y.

Druge parcialne odvode nadomestite s centralnimi konénimi razlikami. Koliko je priblizna vre-
dnost « (%, %), e izberete korak h = % (glej sliko pri nalogi 3.)7
Rezultati:

4

a) Vrednost u (%, %) ~ 3E2V2 1 4571,
b) Vrednost u (3, 3) ~ —15 = —0.0625.

Resite robni problem v dveh dimenzijah
o P _
ox?  oy?

na robu obmoéja  u(z,y)lop = x+y.

0, naobmotju D = [0,3]x[0,1],

Druge parcialne odvode nadomestite z centralnimi konénimi razlikami, kjer izberete h = %
Koliko sta priblizni vrednosti u(3, ) in u(1, 3)?
11

Rezultati: Iskani vrednosti sta u(1,1) ~ 1in u(1,1) ~

1
22 2
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7 Diferencialne enacbe, zacetni problemi

Resujemo zacetne probleme y' = f(x,y), y(xo0) = yo, kjer je xx+1 = xx + h, h > 0.

Eulerjeva metoda

Yk+1 =Yk + 1 f (2, yg) -

Modificirana Eulerjeva metoda (metoda srednje vrednosti)

Yerr =Yk + R f (ze+ 2 yn + 2 F (zr,un)) -

Tapezna (Heunova) metoda

Y1 = Y + 2 (f (@hovk) + F (Tht1, Yrt1)) -

Naloge
1. Numeri¢no resite diferencialno enacbo
v =y, y0)=1,
z navadno Eulerjevo in trapezno metodo. Ce je enacba ' = f(y), potem je

a) Eulerjeva metoda: yr11 = yx + hf(yr),

b) trapezna metoda: yxi1 = yx + 5(f(yk) + f(Yrs1))-
Izberite korak h = % in napravite 4 korake po prvi in drugi metodi. Rezultate, ki jih dobite,
primerjajte s toéno resitvijo. Katera metoda je natancnejsa?

Regsitev: Tocna resitev je y(z) = e®, pri obeh numeri¢nih metodah pa upostevamo f(y) = y.
Oznac¢imo se yo = y(0). Z Eulerjevo metodo dobimo

vi = Yo+ hyo=yo(l+h),
ya = y1+hyr=yo(l+h)?
Yn = y0(1+h)n7
s trapezno metodo pa
h 1+ 4
i = Yo+ 5Wo+y)=y—7,
2 1-4
2
h 1+ 4
y2 = n+50+y2)=w AR
2 14

(1 = > n
2
Yn = Yo h
=3
Upostevamo, da je h = % in g = 1, in dobimo naslednje vrednosti, ki so zapisane v tabeli:

Yo Y1 Y2 Y3 Yq
tocna 1.0000 1.6487 2.7183 4.4817 7.3891

trapezna | 1.0000 1.6667 2.7778 4.6296 7.7160
Euler | 1.0000 1.5000 2.2500 3.3750 5.0625

Opazimo, da je trapezna metoda natancnejsa od Eulerjeve metode.
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2. Numeric¢no resite diferencialno enac¢bo

y, =Y, y(O) = ]-a

z navadno Eulerjevo in trapezno metodo. Izberite korak h = % in izracunajte priblizno vrednost

y(1) z obema metodama. Funkcija y je padajoca in v limiti, ko x naras¢a Cez vse meje, gre proti
ni¢. Najve¢ kolikSen je lahko korak A po eni in po drugi metodi, da numeri¢na resitev ohrani ti
dve lastnosti?

Regsitev: Zapisimo formulo za izracun funkcijskih vrednosti y, po obeh metodah in oznac¢imo
yo = y(0).

a) Eulerjeva metoda
Yn = Yn—1 — hMYyn—1 = Yn—1(1 = h) = yo(1 — h)".

Priblizna vrednost za y(1) je tedaj yo = 1 (1 — 3)* = 0.25.

b) Trapezna metoda

Yn = Yn—1 +%(_yn71 _yn)
h h
Yn (1+§) = ynfl( - 5)
B -4 <2 — h>”
Yn = yn711+%—y0 21 h

_1)2
Priblizna vrednost za y(1) je tedaj yo — 1010, — 0.36.
Tocna resitev te diferencialne enacbe je y(z) = e™*, vrednost y(1) na 6 decimalnih mest pa je
enaka y(1) = e~! ~ 0.367879. Opazimo, da je trapezna metoda bistveno natanénejsa.

Da numeri¢na resitev ohrani iskani lastnosti, mora biti v prvem primeru izpolnjeno |1 — h| < 1,
to pomeni, da mora biti 0 < h < 1. V drugem primeru pa za vsak pozitiven h > 0 velja

h

2
h
1+4

<1.

Ker mora dodatno veljeti Se, da je 1 — % > 0, mora biti v drugem primeru 0 < h < 2.

3. Z uporabo modificirane Eulerjeve metode resite diferencialno enacbo

y=-2y, y(0)=1
Interval [0, 1] razdelite na n = 4 enako dolge podintervale ter pois¢ite numeri¢no resitev v tocki
z=1.

Regsitev: Ker je desna stran enacbe f(x,y) = —2y, se modificirana Eulerjeva metoda poenostavi
v

Ynt1 = Yn — 2h (yn — hym) = yn (1 — 2k + 207) .
Korak je h = %, zato je 1 — 2h + 2h? = % Sledi

— _5 _ 25 _ 125 . _ 625
y0_17 1=35, Y2=51, Y3=515 M Yi= 3006"
Tocno resitev poiséemo z lo¢itvijo spremenljivk in dobimo y(r) = e~2*. Numeri¢na resitev v

tocki z =1 je yy = 222 ~ (.1526, totna pa y(1) = e~2 ~ 0.1353.
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4. Numericno resite diferencialno enacbo

Yy =—y, y(0)=1

Izberite korak h = 1—10 in dolo¢ite y(1) z metodo, ki jo izpeljemo iz razvoja v Taylorjevo vrsto
do vkljuéno kvadratnega ¢lena. Primerjajte dobljeno reSitev s tocno resitvijo in resitvijo, ki jo
dobimo z navadno Eulerjevo metodo. Toéna reSitev diferencialne enacbe je monotono padajoca
funkcija, katere limita je enaka ni¢, ko x raste Cez vse meje. Primerjajte opisano metodo z
navadno Eulerjevo metodo in ugotovite pri obeh, za katere pozitivne vrednosti koraka h priblizna
resSitev ohranja obe oziroma eno od lastnosti.

Resitev: Razvoj v Taylorjevo vrsto do vkljuéno kvadratnega ¢lena je
y(x + h) = y(@) +y/ (@h +y"(2)
Sledi formula, kjer ozna¢imo yo = y(0)

Yn = Yoot — Yoot h+ypl = U2 (2 20 + h2)
= UL (14 (1-h)?) =y (5(1+01-n)3))".

Priblizna vrednost za y(1) s korakom h = % po tej metodi je y(1) &~ 0.368541, medtem ko
je totna resitev enaka y(1) = 1/e ~ 0.367879. Izraz 5(1+ (1 — h)?) je vedno pozitiven (sledi
monotonost) in je manjsi od 1 za pozitivne h, ki so manj od 2 (sledi padanje proti 0). Od tod
velja, da se za 0 < h < 2 ohranita obe lastnosti. Na spodnji sliki so prikazane resitve s korakoma
h =0.6 in h = 1.2 z opisano metodo in to¢na resitev.

10
0.8 :
0.6 :
0.4 :

0.2

Za navadno Eulerjevo metodo velja

Yn = Yn-1 —Yn-1h = yO(l - h)n'

Priblizna vrednost za y(1) s korakom h = % po Eulerjevi metodi je y(1) ~ 0.348678. Za
pozitivne h sta izpolnjeni obe lastnosti, ¢e je h < 1. Ce je 1 < h < 2, lastnost monotonosti ni
izpolnjena. Ce je h > 2 ni izpolnjena nobena od lastnosti. Na spodnji sliki so prikazane resitve
s korakoma h = 0.6 in h = 1.2 z Eulerjevo metodo in to¢na resitev.
10
0.8
0.6
0.4

0.2

—02}
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5. Resite diferencialno ena¢bo
Yy =-y, y(0)=1

z dvokora¢no Adams-Bashforthovo metodo drugega reda

h
Ynt+1l = Yn + 5 (3f(xn7yn) - f(l'n—lvyn—l)) )

kjer za korak izberete h = % Izracunajte priblizne vrednosti resitve v tockah x € {%, 1, %}, kjer
numeri¢no vrednost v tocki x = % poiscete z modificirano Eulerjevo metodo

h h
Yntl = Yn + hf <$n + §ayn + 2f(xnuyn))> .

Regitev: Najprej izracunamo y; ~ y(3) z modificirano Eulerjevo metodo, kjer je f(z,y) = —y,
yo = y(0) =1 in h = . Dobimo

y1 =190 —h (yo — %yo) = % = 0.625.
Nato z dvokora¢no Adams-Bashforthovo metodo drugega reda izracunamo naslednja priblizka

Yo = y1+ 2(=3y1 +yo) = 33 = 0.40625,
ys = o+ 5(=3ya+ 1) = % = 0.257813.

Za primerjavo: toc¢na vrednost resitve y = e~ * v tocki x = % na Sest decimalnih mest je 0.223130.

6. Poiscite tocno resitev diferencialne enacbe z locljivima spremenljivkama

W_ Py, y(0)=1.

dt

Prepricajte se, da je resitev definirana povsod, zavzame samo pozitivne vrednosti in gre proti
0, ko gre t — oco. S pomocjo Eulerjeve metode s korakom h = % poiscite priblizno resitev te
diferencialne enacbe. Resitev, ki jo dobimo, ni vedno pozitivna. Po katerem koraku (za kateri
n), postane vrednost y, prvi¢ negativna?

. . . . o _V2 . - .
Regsitev: Tocna resitev diferencialne enacbe je y(t) = e 2 ¥ Numeriéna resitev je (tn, = nh,

yo =y(0) =1)
Yn+1 = Yn — hﬁtnyn = Yn (1 — \/§h2n) .

Numeri¢na resitev postane negativna, ko je 1 — v2h?n < 0. Ker je h = %, je to izpolnjeno, ko
jen > % oziroma, ko je n > 2.

7. Numeri¢no reSite diferencialno enac¢bo

/ p—

y =-zy, y(0)=1,

z Fulerjevo in trapezno metodo. Izberite korak h = % in napravite 3 korake po prvi in drugi

metodi. Rezultate, ki jih dobite, primerjajte s to¢no resitvijo. Katera metoda je natancénejsa?

Rezultati: Rezultati so v spodnji tabeli. Trapezna metoda je natan¢nejSa od Eulerjeve metode.
2

T

Tocna resitev je y(z) = e 2.

Yo Y1 Y2 Y3 Y4 Ys
tocna 1.00000 0.88250 0.60653 0.32465 0.13534 0.04394

trapezna | 1.00000 0.88889 0.62222 0.33939 0.14141 0.04351
Euler | 1.00000 1.00000 0.75000 0.37500 0.09375 0.00000
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8.

10.

11.

Poiscite priblizno resitev diferencialne enacbe

y, =Y, y(O) = ]-a
v tocki h > 0, ¢e za reSevanje uporabite

a) modificirano Eulerjevo metodo,
b) trapezno metodo.

Toc¢na resitev je y(z) = e~ in je pozitivna za vsak z. Njena limita, ko gre x v neskonénost, je

enaka 0. Kaksen sme biti korak h > 0, da imata ti dve lastnosti tudi priblizni resitvi?
Rezultati:

n
a) Numeri¢na resitev z modificirano Eulerjevo metodo je y,, = (1 —h— %2) Yo, torej y(h) ~

1—h-— % Lastnosti se ohranita, ¢e velja 0 < h < —1 + V3.

h

n
b) Numeri¢na resitev s trapezno metodo je y, = <1+Z) Yo, torej y(h) ~
2

—_
>

1+

]

. Lastnosti se

2|

ohranita, ¢e velja 0 < h < 2.

7 uporabo modificirane Fulerjeve metode resite diferencialno ena¢bo

y=-2y, y(0)=2

Interval [0, 1] razdelite na n = 4 enako dolge podintervale ter pois¢ite numeri¢no resitev v tocki
z=1.
Rezultati: Numericna reSitev je ys = % ~ 0.3052, toéna pa y(1) = 2e2 ~ 0.2707.
Resite diferencialno enacho
y'=-y, y(0)=1
s trapezno metodo

B (P tn) + F i, ven)

Interval [0, 2] razdelite na n = 4 enako dolge podintervale in izracunajte numeri¢no resitev v
tocki xz = 2. Toc¢na reSitev y = e~ je padajoca in povsod pozitivna funkcija. KolikSen mora biti
korak h, da bo numeri¢na resitev ohranjala ti dve lastnosti?

Yn+l = Yn +

Rezultati: Numericéna resitev je y4 = % ~ 0.1296, tocna pa y(2) = e 2 ~ 0.135335. Da bo
numeri¢na resitev padajoca in povsod pozitivna, mora veljati 0 < h < 2.

Z uporabo Runge-Kutta metode cetrtega reda

kl - hf(xnayn)7
kQ = hf(xn+%ayn+%>a

ks = hf(£”+%7yn+%>a
k4 == hf($n+h7yz+k3)7
Ynt1 = YUn+ g (k1 + 2ky + 2ks + kq) ,
resite zacetni problem
y' = =32y, y(0)=2.

Interval [0, 1] razdelite na n = 24 enako dolgih podintervalov. Numeri¢no resitev s to metodo v
tocki z = 1 primerjajte s tocno vrednostjo ter z vrednostima, dobljenima z Eulerjevo in trapezno
metodo. Tocna resitev je y = 2e~".

Rezultati: Numericne resitve so yrka = 0.73576, Yeuler = 0.75504 in Yiraper, = 0.73615, tocna pa
y(1) = 2e~1 ~ 0.73576.
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