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DETERMINANTE

Determinanta det A je Stevilo, prirejeno kvadratni shemi A

a b
’c d‘ = ad — be,
a b c
d e f| = aei+bfg+cdh—afh—bdi— ceg.
g h i

i) Ce so v neki vrstici/stolpcu same 0, je determinanta enaka 0.

ii) Ce sta dve vrstici /stolpca enaki, je determinanta enaka 0.

iii) Ce je neka vrstica/stolpec veckratnik neke druge vrstice/stolpca, je determinanta enaka 0.
iv) Ce zamenjamo dve sosednji vrstici/stolpca, determinanta spremeni predznak.

V) Ce vrstici /stolpcu pristejemo veckratnik druge vrstice/stolpca, se determinanta ohrani.

Razvoj po vrstici/stolpcu:

aip a2 - Q1n
az; a2 -

det A = ] ] ) E a;j( J”AZ = g aij(— ‘”A
apl QAp2 - Gpp

A;j je kvadratna shema, ki jo dobimo iz sheme A tako, da izbriSemo i-to vrstico in j-ti stolpec.

Kramerjevo pravilo:

Dan je sistem linearnih enach

a1 + apy + a3z = by,
ao1x + agey + aszz = bo,
asz1x + azy +aszz = bs.
Izrac¢unamo determinante
ail a2 a3 bi a2 a3 ain br ais ain a2 br
D=\|ax a2 a3 |, Dy=|by ax a3y |, Dy=|axn by as3 |, D,=|ax azx b
as1 agz ass3 b3 az2 ass azr bz assz as1 azz b3
Resitev sistema je
D, D, D,
xr= — = — z = —
D’ YT D D

1. Izracunajte naslednje determinante 2 x 2.

8 2
" \ ¥ \ »
14-a? 2a
— — 14+a2)? 2 1—g2)2
C) 12;12 %—&—22 = Elt32§2 - (1EC;2)2 = El Zg% =1l,a€eR,a 75 +1
1-a? 1-a?

2. Izracunajte naslednje determinante 3 x 3.

7 6 5
a1l 2 1]|=14+18-10-30+14—-6=0
3 =21




f)

3.5

15 25 40 35 8 35 2
3 28|=5-|13 28|[=20-|1 3 7|=20-131 = 2620
2 24 5 2 24 5 2 6
11
5 —2 11 11
s ‘—0‘_3 4‘+1‘5 _2‘_2(20—6)+1(—2—5)_21

2
—1 2|=1(-4-2)—1(8-8)+2(2+4) =6
4

0 1+i 142
1—i 0 2-3i| = (1+1)(2-30)1—2i)+ (1421 —1i)(2+3i)
1-2 2431 0
= (5—1i)(1—2i)+ (3+i)(2+3i) =6

pomocjo razvoja po vrstici/stolpcu izracunajte naslednje determinante.

a) Najprej v prvem stolpcu pridelamo nicle, nato pa po njem razvijemo determinanto.

2 0 -1 1 2 0 -1

1
23_10—0_1_12—:1_21421
0 -1 2 4| 0 -1 2 4| |
-1 0 4 -1 0 2 4 -2
-1 -1 2
= 032:-’2’3‘:-2
0 2 2

b) Najprej v prvi vrstici pridelamo nié¢le, nato pa po njej razvijemo determinanto.
1 0 0 -1 10 0 O

2347_2349_2?2_216
-3 4 5 9 7|3 4 5 6| | o |
4 -5 6 1 4 -5 6 -3

c) Najprej v tretji vrstici pridelamo nicle, nato pa po njej razvijemo determinanto. V drugem
in tretjem koraku pridelamo ni¢le v prvem stolpcu, nato pa po njem razvijemo determinanto.

121 21 11121 191 L1 o9
00111 001 11
0111 01 1 1
11000 =1]10000]= =
011 2 01 1 2
001 12 001 1 2 Lo 11 01 10
12211 11211
11 1 11 1
:112:001:'_02_11‘:2
1 -1 0 0 -2 -1

d) Determinanto razvijemo najprej po tretji vrstici, nato po Cetrtem stolpcu in nazadnje po
prvi vrstici.

9 7 6 8 5

300 20 gggg 0 0 2 3 0

5 3 0 4 0|=-— 3.0 4 0 =513 0 4 :10'5 4‘:120
10 000 5 46 0 5 4 6

75 46 0



e) Najprej v ¢etrtem stolpcu pridelamo nicle, nato pa po njem razvijemo determinanto. V
drugem koraku pridelamo nicle v tretji vrstici in po njej razvijemo determinanto. V tretjem
koraku pa pridelamo ni¢le v prvem stolpcu in po njem razvijemo determinanto.

2 -3 7 1 9 11 2 -3 7 1 9 11
1 0 3 0 —4 0 1 0 3 0 —4 0
7 4 9 -1 11 -5| |9 1 16 0 20 6
10 -1 0 1 O/ |1 0 =10 1 0
9 —4 11 1 13 2 7T -1 4 0 -9
4 0 1 0 -1 0 4 0 1 0 -1 O
1 0 3 -4 0 1 0 4 =5 0
9 1 16 20 6 9 1 25 11 6 (1) 245 115 g
= -/10 -1 1 0 |=—-|1 0 O O 0 |= 1 11 -3 —9
7T -1 4 4 -9 7 -1 11 -3 -9 0 5 -5 0
4 0 1 -1 0 4 0 5 =5 0
0 -5 0
4 -5 0
1 25 11 6 4 =5
- |0 36 8 -3 356 _85 _06 _3‘5—5‘_15
0 5 =5 0
4. (&) Z uporabo rekurzije izra¢unajte n x n determinanto
5 2 0 0 0
2 5 2 0 0
0o 2 5 2 0 0
D, =
0 -+« «++ -~ 0 2 5 9
0 -+ «-+ -~ 0 0 2 5
Najprej napravimo razvoj po prvem stolpcu, nato pa na drugi determinanti Se po prvi vrstici
5 2 0 --- -0 - 0 2 0 0 - - -0
2 5 2 0 .- - 0 2 5 2 0 .- - 0
D, =5 ~2| :
0 0o 2 5 2 0 0o 2 5 2
0 o 0 2 5 0 0o 0 2 5
5 2 0 0
2 5 2 0 0
= 5Dn71_4 :5Dn71_4Dn72-
O --- --- 0 2 5 2
O --- --- 0 0 2 5

Dobimo rekurzivno ena¢bo D,, =5D,,_1 — 4D, _o, ki jo reSimo z nastavkom D, = A"
AP —BATE AN = 0
M_BA+4=N-1)(A—4) = 0.
Torej je A1 = 1 in Ay = 4. Splosna resitev je kombinacija obeh resitev

D, = A\ + BNy = A+ B4".

N Ot

Koeficienta A in B dolo¢imo tako, da izra¢unamo determinanti Dy = 5 in Dy = ‘ ? ‘ = 21.
Dobimo sistem enacb A 4+ 4B =5 in A+ 16B = 21, ki ima resitev A = % in B=—

resitev determinante je

%. Splosna

4n+1_1
D= —5—



5. Izracunajte naslednje determinante. Za katere vrednosti parametra ¢ je determinanta enaka 07

a) t__f t_—31 ={t—-2)t—-1)—12=2-3t—-10=(t - 5)(t+2) =0
Resitvi kvadratne enacbe sta t1 = 5 in t9 = —2.
t 1 1
b) |1 ¢t 1 |=-3t+2=01-1)>%*t+2)=0
11 ¢
Z, uporabo Hornerjevega algoritma dobimo nicle polinoma tretje stopnje t; 2 = 1in t3 = —2.
t—1 3 -3
)| -3 t+5 -3 |=@t—-4HFP+4+4)=>(t—-4)(t+2)%* =0
—6 6 t—4
Resitve enacbe tretje stopnje so 112 = —2 in t3 = 4.

6. Z uporabo Kramerjevega pravila resite naslednje sisteme enacb.

a)
2e+y = 7
3r —by =
Izraéunamo vse tri determinante
2 1 7 1 2 7
D= 3 _s = —13, Dm—‘4 _5‘——39, Dy—‘g 4’——13.
Sledix:%:3iny:%:1
b)
2r-3y+z2 = -1
r+y+z = 6
3r+y—2z = -1
Izraéunamo vse stiri determinante
2 -3 1 -1 -3 1
D=1 1 1 | =-23, D.,=1] 6 1 1 | =-23,
3 1 =2 -1 1 =2
2 -1 1 2 -3 -1
D,=|1 6 1 | = —46, D,=]|1 1 6 |=-69
3 -1 -2 3 1 -1
Sledixz%zl,yz%zQinz:%:&
c)
20 -3y +2z = 11
r+by+3z = -—15
de—y—4z = 30
Izracunamo vse Stiri determinante
2 -3 1 11 -3 1
D=|1 5 3 | =-103, D,=|-15 5 3 | =—412,
4 -1 —4 30 -1 —4
2 11 1 2 -3 11
D,=|1 =15 3 |=206, D.=|1 5 —15|=309.
4 30 -4 4 -1 30
D, Dy D

ot



VEKTORJI

Skalarni produkt:

@-b=|a-|blcosy

G- b=|al-|bs| =8| - |a3]
a-a=|d?oz @ =Vva-a
@-b=>0-d: komutativnost
Glbsa-b=0

a= (al,ag,ag), gz (bl,bg,b;),) = &'-5:a1b1+a2b2+a3b3, \Ei] = \/a%—ka%—l—a%.

vC:a- g: (1161 + agi)g + agEg
Standardni bazni vektorji v R3: 7= (1,0,0), 7= (0,1

—

Pravokotna projekcija vektorja b na vektor @: G =

0), k= (0,0,1).

=]}
S
|=0

1
=

Vektorski produkt:

Vektorski produkt @ x b vektorjev @ in b je vektor, za katerega velja

i) a x EJ_EL’, @ x bLlbin velja pravilo desnega vijaka,

ii) dolzina |a@ x 5] je enaka ploscini paralelograma, ki ga napenjata vektorja a in b.
|- [B] - sin g

X @ : antikomutativnost

X b= (agbs — azba, azby — a1bs, ajby — aght).

I
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S
=
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=
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= (b,¢,d) = (¢,d,b)
Absolutna vrednost mesanega produkta |(d, b, )| vektorjev a, bin ¢ predstavlja volumen paralelepi-
peda, ki ga napenjajo ti trije vektorji.

—~~

2

R
I

QL

l —

o

(@, b,0) =0« a, b, € s0 komplanarni

a; az ag
a=(a1,a2,a3), b= (b1,b2,b3), ¢=(c1,¢2,¢3) = (a,b,6)=| by by b3
¢ ¢ c3

1. Dana sta vektorja @ = 27+ 27 in b= 27+ T+ k. Doloéite kot med njima ter pravokotni projekciji
enega na drugega.

Vektorja zapisemo s komponentami @ = (2,2,0) in b= (2,1,1). Kot med vektorjema izracunamo
iz definicije skalarnega produkta

ab 6 V3
~o T YT

oS = - = =
-1l V8V6

Pravokotni projekciji izracunamo s formulama

T
G

7 a-b — 6 3 3
ba_i = ‘C_L'|2 a:§(27270):(§7§70)7
@b -
i- = — b=23(2,1,1)=(2,1,1).
g o 5 ( )= ( )

(@)



. Izracunajte skalarni produkt kompleksnih vektorjev @ = (2 41i,i,3 — i) in b = (—i,1 + 2i, —2).
@-b=(241)i+i(1—2i)—2(3—1i) = —5+5i
. Dolocite kot med vektorjema a@ = 7'+ 27+ 2k in b = 47+ 47— 2k.

Vektorja zapisemo po komponentah @ = (1,2, 2), b= (4,4,—2). Sledi

cosp = = = p~63.6°.

. Izracunajte skalarni produkt (5@ + 3b) - (2@ — b), kjer je @ pravokoten na b, |@| = 2 in |b] = 3.
(5@ +3b) - (2@ — b) = 10G-@+6p-a—5ad-b—3b-b=10a*> — 3[b]> = 13
=0 =0

. Izracunajte skalarni produkt (3@ —2b)- (5@ — 6b), kjer je kot med @ in b enak %, ld =4in |b| = 6.

-, —.

(3@ —2b)- (5@ —6b) = 15@-d—10b-a—18G-b+12b-b
— 15G-@—28a-b+12b-b
= 15|@|? — 28a||b| cos ¢ + 12]b]?
— 240 — 336 + 432 = 336

. Dolocite kot, ki ga oklepata enotska vektorja @ in 5, e sta vektorja @+ 2b in 5@ —4b ortogonalna.
1z enakosti

0= (@+2b) - (5@ — 4b) = 5|a@|> + 6|d]|b| cos p — 8|b|> = =3 + 6 cos

sledi

coswz% = =73

. Dolo¢ite parameter t € R tako, da vektorja @ = (t,t+5,v/3) in b= (1,0,0), dana s koordinatami
v neki bazi, oklepata kot %.

@) - |b] - cos ¢
V2t + 10t + 28
42 = 22 +10t + 28

0 = t2—5t—14

0 = (t-7)(t+2)

Qy
-+ o
|

Dobimo dve resitvi t; = 7 in to = —2, od katerih je le prva smiselna.
. Dolotite dolzine stranic in notranje kote trikotnika z ogliséi A(0,3,4), B(3,2,3) in C(1,4,1).
Vektorji stanic so
i=BC=(-2,2,-2), ©b=AC=(1,1,-3), &=AB=(3,-1,-1).
Dolzine stranic so
a=|a=2v3, b=b|=V1l, c=]|d=V11

Notranji koti so

o = arccos —= = arccos % ~ 63°,
10l

- =

—C-a

dlla
v = 180° — a — f ~ 58.5°.

_ — 6~ °
(B = arccos = arceos 5o 58.5°,



9.

10.

11.

12.

13.

Izraéunajte&’xgingx a, kjersta6:7+j+gin5:—i’+2j’+31€.

Vektorja zapiSemo s komponentami @ = (1,1,1) in b = (—1,2, 3) ter dobimo

T 7k
axb = | 1 1 1|=(1,-4,3),
-1 2 3
T 7k
bxd = | -1 2 3 |=(-1,4,-3)=—dxb.
1 11

Izracunajte plos¢ino paralelograma, ki ga oklepata vektorja @ = 67+ 37— 2k in b = 37— 27+ 6k.

Plosé¢ina paralelograma je enaka dolzini vektorskega produkta vektorjev @ = (6,3, —2) in b =
(37 _2a 6)
p=|dx bl =7v49 =49,

kjer je
T 7k
ixb=|6 3 —2|=(14,-42,-21)="7(2,—6,—3).
3 -2 6

Izracunajte ploscino paralelograma, ki ga oklepata vektorja @ = 20— 7— kinb=7+ 37— k.

Vektorja zapisemo po komponentah @ = (2, —1,—1) in b= (1,3,—1). Ker je

Izracunajte ploséino trikotnika z ogliséi A(1,1,1), B(2,3,4) in C(4,3,2).

Vektorja @ in b, ki napenjata trikotnik, sta @ = AB = (1,2,3) in b= AC = (3,2,1). Plos¢ina
trikotnika je enaka polovici ploséine paralelograma

A = %|&'>< g| :2\/6,
kjer je vektorski produkt enak
T Tk
axb=|1 2 3 |=(-4,8,-4)=4(-1,2,-1).
3 21

Izracunajte ploséino trikotnika z ogliséi A(3,3,1), B(1,3,1) in C(2,2,5).

Vektorja @ in 5, ki napenjata trikotnik, sta @ = AB = (—=2,0,0) in b= AC = (—=1,—1,4).
Plos¢ina trikotnika je enaka polovici ploSéine paralelograma

pa = 3@ x b = V17,

kjer je vektorski produkt enak

7k
ixb=|-2 0 0=(0,82).
-1 -1 4



14.

15.

16.

17.

18.

19.

Izracunajte ploscino trikotnika z ogliséi A(1,2,2), B(2,—3,—1) in C(3, -2, —2). Izracunajte e
kot « in dolzino stranice c.

—

Vektorja d in l_;, ki napenjata trikotnik, sta @ = AB = (1,—5,-3) in b= AC = (2,—4,—4).

Ploséina trikotnika je enaka polovici ploséine paralelograma

Pa = 3@ x b| = v/26,
7k
kjer je vektorski produkt enak @ xb=|1 -5 -3 | = (8,—2,6). Kot a dobimo iz definicije
2 —4 —4

skalarnega produkta
ab 17

cosa = S = = o~ 16.7°.
ae - 3V

Dolzina stranice ¢ je enaka dolzini vektorja @, torej ¢ = |d| = v/35.

Izracunajte ploséino paralelograma, ki ga dolocata vektorja @+ 3b in 3@ + b, ¢e je |la| = ]5] =1,
kot med @ in b pa je F.

p = [(@+3b)x (3@+0b)|=|3@xa+axb+9bxa+3bxb]|
=0 =0

= | —8ad x b| = 8|d||b|sinp = 8sin§ =4

Izracunajte ploséino trikotnika, ki je napet med vektorjema 2a — bin 3@ + 2b, ce je @] = 2,
|b] = 3, kot med @ in b pa je 5.
p = 3(26—b) x (3@ +2b)| = 1|6@ x @+4@ x b —3bx d—2b x b]
=0 =0
= L17a@ x b = I|d||b|sinp = 21 sin T = 23
Poenostavite izraz 7x (7+ k k

)
X (T+k) —Tx @+ k) +kx @+]+k) = IxJ+7
= E—f—l—lg—z—l—j—i’:—%q—%

Izracunajte prostornino paralelepipeda, ki ga napenjajo vektorji @ = 2¢— 7— E, b=7+ 37— k in
C=74 7+ 4k.

Prostornina paralelepipeda je enaka absolutni vrednosti meSanega produkta vektorjev a =
(2,—1,-1),b=(1,3,—1) in &= (1,1,4), ki ga napenjajo

2 -1 -1
1 1 4

Izracunajte prostornino tristrane piramide z ogliséi A(2,2,2), B(4,3,3), C(4,5,4) in D(5,5,6).

Prostornina tristrane piramide in prostornina paralelepipeda sta povezani z zvezo

1
V;oiramide = é%aralelepipeda'

—

Vektorji, ki napenjajo piramido, so @ = AB = (2,1,1), b = AC = (2,3,2) in ¢= AD = (3,3,4).
Ker je meSani produkt enak

(@, g,é) =

W NN

1
3
3

IS NI
Il
N

je prostornina piramide enaka V = %.



20.

21.

22.

23.

24.

Izracunajte prostornino tristrane piramide z oglis¢i A(2,—1,-3), B(3,1,1), C(-2,2,—1) in
D(3,-3,1).

— —

Vektorji, ki napenjajo piramido, so @ = AB = (1,2,4), b= AC = (—4,3,2) in ¢ = AD =
(1,—2,4). Ker je mesani produkt enak

je prostornina piramide enaka V = 1((a, b, )| = 12.
Dokazite, da tocke A(2,—1,-2), B(1,2,1), C(2,3,0) in D(5,0,—6) lezijo na isti ravnini.

—

Zapisemo vektorje @ = AB = (—1,3,3), b= AC = (0,4,2) in ¢ = AD = (3,1,—4). Ker je

) -1 3 3
@b)=| 0 4 2 [=0,
3 1 —4

ti vektorji lezijo na isti ravnini, kar pomeni, da dane tocke lezijo na isti ravnini.

Dani so vektorji @ = (A, 1,4), b = (1, —2),0) in & = (3, —3,4). Dolocite parameter \ tako, da
bodo vektorji @, b in ¢ komplanarni.

Vektorji a, b in ¢ so komplanarni natanko tedaj, ko je mesani produkt

A 1 4
(@0,0)=| 1 —2X 0 |=—8\2—12+24)2 —4 =16\ — 16 = 0.
32 -3 4
Ta enacba ima dve reSitvi, in sicer Ay = 1in Ay = —1.

Pokazite, da vektorji @ = 7+ 7+ Ak, b = 7+ J+ A+ I)E in @=7— 7+ Ak za nobeno vrednost
parametra A ne lezijo v isti ravnini.

Vektorji so nekomplanarni, ¢e je (a, b, @) neodvisen od parametra A in razlicen od 0. Ker je

1 1 A
(@0, =1 1 A1 [=A+A+1-A=A+A+1-A=2#0,
1 -1 A

vektorji ne lezijo v isti ravnini.

Dana so tri oglis¢a paralelograma ABCD: A(1,-2,0), B(2,1,3) in C(—2,0,5). Dolo¢ite koor-

dinate oglis¢a D, ploSéino paralelograma in dolzino diagonale BD.
Krajevni vektor oglis¢a D paralelograma izracunamo po formuli
Fp=7a+AD =74+ BC = (1,-2,0) + (-4, —1,2) = (-3, -3,2).

Torej je D(—3,—-3,2). Vektor BD = (—=5,—4, —1) ima dolzino \B_D| = 1/42. Ploséino paralelo-

grama izra¢unamo po formuli
p=l|d x bl =398,

kjer je @ = AB =(1,3,3),b=AD = (—4,-1,2) inax b= 1 =(9,—14,11).

N W Iy

10



25.

26.

27.

Dana so tri oglis¢a paralelograma ABCD: A(2,1,2), B(1,—1,1) in D(2,2,4). Dolocite koordi-
nate oglis¢a C, obseg in plos¢ino paralelograma ter kot med diagonalama.

Krajevni vektor oglis¢a C' paralelograma izra¢unamo po formuli
Fo =7+ BC =g+ AD = (1,—1,1) + (0,1,2) = (1,0, 3).
Torej je C(1,0,3). Obseg paralelograma izra¢unamo po formuli
o =2(|d| +[B]) = 2(V5 + V6),

kjer je @ = AB = (=1,-2,-1) in b= AD = (0,1,2). Plos¢ino paralelograma pa izra¢unamo po

formuli
p=ax bl =V14,
kjer je
T 7k
ixb=| -1 —2 —1|=(=3,2-1).
0 1 2

Kot med diagonalama €& = AC = (=1,—1,1) in f=BD= (1,3,3) pa izracunamo iz definicije
skalarnega produkta

cosp = ]:| = = = 82.4°.
f]

Dan je trikotnik z oglis¢i A(2,0,1), B(1,—2,3) in C(0,4,2). Dolocite tezisce T trikotnika, vektor
med razpoloviséem S stranice AB in tezis¢em ter plos¢ino trikotnika.
Krajevni vektor tezisc¢a T trikotnika izra¢unamo po formuli

r = 3(Fa+ 75 +70) = 3(3,2,6) = (1,3,2).
Torej je T(1, %, 2). Krajevni vektor razpoloviséa S daljice izra¢unamo po formuli

P = 3(Fa+7p) = 3(3,-2,4) = (3,-1,2).

Torej je S(3,—1,2). Vektor ST = (—1,2,0). Ploscino trikotnika izracunamo po formuli

T 203
p = glax b = 5,
} o ) T 7k
kjer je @ = AB = (—1,-2,2), b= AC = (-2,4,1)indxb=| -1 -2 2 |=(-10,-3,-8).
—2 4 1

Dana so oglisca tristrane piramide A(0,0, 1), B(2,3,5), C(6,2,3) in D(3,7,2). Izra¢unajte visino
skozi oglisce A.

Volumen tristrane piramide zapiS§emo na dva razli¢na nacina
Vv = %Ov: %|c_i>< 5|11,
L
V. = gl(@b,d)l
Pri tem smo oznadili vektorje @ = BC = (4,-1,—2), b = BD = (1,4,—3) in ¢ = BA =
(—2,—3,—4). Obe izrazavi za volumen izena¢imo in dobimo formulo za visino na oglisce A

(@b,&) 120 4510
v = = = s

@xb V510 17

=y
|
>~

kjer je vektorski produkt a x b=1]4 -1 —2|= (11,10,17), dolzina vektorskega produkta
1 4 -3
|@ x b| = /510 in meSani produkt (a,b,&) = (@ x b) - &= (11,10,17) - (=2, =3, —4) = —120.
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28.

29.

30.

31.

Dana so oglis¢a tristrane piramide A(3,1,0), B(4,3,1), C(2,2,0) in V(a,0,1). Dolocite para-
meter a tako, da bo prostornina piramide enaka 1. Dolocite Se viSino piramide.

Najprej dolo¢imo tri vektorje, ki napenjajo piramido: @ = AB = (1,2,1), b= AC = (—1,1,0)
in @= AV = (a — 3,—1,1). Prostornini piramide in paralelepipeda sta v razmerju 1 : 6, zato
reSujemo enacbo

= 3@ 5,9,
6 = |7—a,

kjer je (d, b, ¢) = 7 — a. Ta enacba ima dve resitvi a; = 1 in ag = 13. Plos¢ina osnovne ploskve
ABC je enaka

p=gldxd =%t

kjer je @ x b= (—1,—1,3). Ker je Vpir = +pv, je visina piramide enaka

_ 3V _
V="

6v11

-
Dan je paralelogram ABCD. Oznaéimo @ = AB in b = AD. Izrazite z @ in b vektorje BC’ CD
AC in BD.

— - — —

Na sliki je oznacen paralelogram. Sledi BC' =b, CD = —ad, AC =

@1
U
@1

C D

-

A B

Dan je pravilen Sestkotnik ABCDFEF. Ozna¢imo a = AB in b= BC. Izrazite z @ in b vektorje
AC,CD, AD, BE, AE, BF in DF.

Na sliki j Je oznacen pravﬂen Sestkotnik. Sledl AC =a+ l;, CD=b— a, AD =2b, BE = 2 — 2d,
AE—2b—a BF =b—23in DF = —@ —b.

E D
F c
A B
|BM| _
7T = \. Izrazite vektor AM z
vektorjema d = ABinb= AC.
Izrazimo najprej vektor AM = AB + BM = @+ puBC = @ + ,u(g— @), kjer je u = %,

Potrebujemo Se zvezo med parametroma g in A. Enacbo |BC| = |BM| + |MC| delimo z |BM|

in dobimo enacbo i =1+ % Torej je u = 1%\ in zato
3 )\ _' 1 =



32.

33.

34.

Dokazite, da se diagonali v paralelogramu razpolavljata.

Skiciramo paralelogram v katerem z S oznac¢imo razpolovis¢e diagonal. Oznacimo vektorja
ad=AB in b= AD. Vektor AS izrazimo na dva nacina

AS = MAC =Aa@+b),

AS = AB+BS=d+uBD =ad+ u(b—a).
Obe izrazavi izenaCimo . B
AMad+b)=da+ pb—a)
in zdruzimo na eni strani .
A+p—Da+AN—pub=0
Ker sta vektorja @ in b nekolinearna, je to mozno le v primeru, ko sta oba koeficienta enaka 0.
Dobimo sistem enacb

A+pu—1 = 0,
A—p = 0,
ki ima resitev A\ = pu = %, kar pomeni, da se diagonali v paralelogramu razpolavljata.

Dokazite, da daljica, ki povezuje eno oglis¢e paralelograma z razpolovis¢em nasprotne stranice,
deli diagonalo v razmerju 1 : 2.

Oznac¢imo z S presecisce dalpce in nasprotne d1agonale z M pa razpolovi§ée nasprotne stranice.
Oznacimo Se vektorja a = AB in b= AD. Vektor BS izrazimo na dva naéina

BS = ABD=\b-a),
BS = BM+MS =35+ uMA=35+p(-3b-a).
Obe izrazavi izena¢imo
AE—@) =55+ (-38- )
in zdruzimo na eni strani .
(“A+wa+ (A+3p—3)b=0.

Ker sta vektorja @ in b nekolinearna, je to mozno le v primeru, ko sta oba koeficienta enaka 0.
Dobimo sistem enacb

Atgp—3 = 0,
ki ima resitev A\ = pu = %, kar pomeni, da daljica deli nasprotno diagonalo v razmerju 1 : 2.

(&) Vektorji @, bin ¢ napenjajo tetraeder s prostornino 3. KolikSna je prostornina tetraedra, ki
ga napenjajo vektorji @ X b, b X ¢in ¢ x a?

Ker je prostornina tetraedra, ki ga napenjajo vektorji @, b in  enaka 3, to pomeni, da je meSani
produkt (a, b, ¢) = 18. Prostornina tetraedra, ki ga napenjajo vektorji @ x b, bx cin &x @, je
enaka

—

V o= Yaxbbx&éxad) =L@axb) ((bxa)x(@xa)
= Laxb) (bxd)-a)e—(bxa-d)a)

{
{

Pri tem smo uporabili formulo za dvojni vektorski produkt

ix(bxé) = (@ &b—(a- b
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ANALITICNA GEOMETRIJA

Enacéba premice:

Premica v prostoru je dolocena s tocko Ty(xo, Yo, 20) na premici in smernim vektorjem € = (a, b, c)
premice, T'(z,y, z) tocka na premici.
Vektorska oblika

Parametri¢na oblika

T zo+1t-a,
Yy = y0+tb7
z = z+t-c

Kanonic¢na oblika
T—%o _Y—Y _ 2~ %20

a b c

Enacba ravnine:

Ravnina v prostoru je dolo¢ena s tocko Ty(xo,yo,20) na ravnini in normalo 7 = (a,b,c) ravnine,
T(z,y,z) tocka na ravnini.

Implicitna oblika
axr +by+cz=d, d = axg + byo + czp.

Razdalje:

a) Razdalja med tocko T'(z, 30, 20) in ravnino 7 : ax + by + cz = d je

_lazg + byo + czo — d|

4T, m) va? + b2 +c?

b) Razdalja med tocko T' in premico p s tocko Tp in smernim vektorjem € je

&> (7 —70)|

d(T,p) = |€l

c) Razdalja med vzporednima premicama p; in pg, kjer je T toc¢ka na premici py, je

d(p1,p2) = d(T1, p2)-

d) Razdalja med mimobeznima premicama p; in pg, kjer je T tocka na pi, T tocka na po, 7= Tl_i/’g,
je
’ (gla 527 F) ’
d ="
(p1,p2) T
Zrcaljenja:

a) Zrcaljenje tocke T' ¢ez premico p, T zrcalna tocka

N

¢ o= F4TT =74 2T8 =7+ 2 (Tgffe*—ToT>.

o

b) Zrcaljenje tocke T' ¢ez ravnino T, T zrcalna tocka

—

¥ o=+ TT =74 2T8 = 7+ 2 (id(T, ™) i) :

=

14



. Zapisite enacbo premice, ki gre skozi tocko T'(1,1,1) in je vzporedna vektorju € = (2,1, —1), v
vseh treh oblikah.

Enacba premice:

i) vektorska oblika: 7= (1,1,1) +#(2,1, 1),

ii) parametricna oblika: x =14+2t, y =1+t z2=1—1,

iii) kanoni¢na oblika: 231 = yT_l =z=1

. Zapisite enacbo premice, ki gre skozi tocki A(1,0,1) in B(1,—1,0), v vseh treh oblikah.
Smerni vektor je € = AB = (0, —1, —1). Enacba premice:

i) vektorska oblika: 7= (1,0,1) + ¢(0, —1,—1),

ii) parametri¢na oblika: x =1,y =—t, 2 =1—1,

z—1
1 -

iii) kanoni¢na oblika: z =1, 4% =

. Zapisite enacbo premice, ki je pravokotna na vektorja €1 = (2,3,1) in & = (3, 1,2) ter gre skozi
tocko T'(1,1,1), v vseh treh oblikah.

Premica, ki je pravokotna na dana dva vektorja, ima smer vektorskega produkta teh dveh vek-
T 7k

torjev. Vektorski produkt jeé; xéy=1]2 3 1 |=(5,—1,-7). Enac¢ba premice:
3 1 2

i) vektorska oblika: 7= (1,1,1) + ¢(5, —1,—7),

ii) parametricna oblika: x =1+5t,y=1—t, z=1—Tt,

iii) kanoni¢na oblika: =1 = =l =

. Zapisite enacbo ravnine, ki gre skozi tocko T'(2,3,5) in je pravokotna na vektor 7 = (4,3,2).
Normirajte to enacbo.

Vektor 7 je ravno normala ravnine. Izrac¢unamo Se koeficient d = (4, 3,2) - (2,3,5) = 27. Enacba
ravnine je 4x + 3y + 2z = 27. Normirano enacbo dobimo tako, da jo delimo z dolzino normale,

ki je v/29
4 3 2 27
Vet UmY T Vst T Ve
. Zapisite enacbo ravnine skozi tocko T'(2,3, —1), ki je vzporedna ravnini 5z — 3y + 2z = 10.

Vzporedni ravnini imata vzporedni normali, torej lahko vzamemo za normalo iskane ravnine kar
normalo dane ravnine. Izra¢unamo Se koeficient d = (5, —3,2) - (2,3, —1) = —1. Enacba ravnine

ox — 3y + 2z = —1.

. Zapisite enacbo ravnine skozi tocke A(0,0,0), B(4,—2,1) in C(2,4, —3).

Najprej zapisemo dva vektorja, ki lezita v ravnini @ = AB = (4,-2,1) in b= AC = (2,4,-3).
Normala je pravokotna na ravnino, torej na ta dva vektorja in zato lahko za normalo vzamemo
kar vektorski produkt teh dveh vektorjev

7k
A=dxb=|4 -2 1 |=(214,20).
2 4 -3

Izracunamo Se koeficient d = 0, kjer lahko uporabimo katerokoli to¢ko, recimo A. Koeficient d
je enak 0, ko izhodisce lezi na ravnini. Enacba ravnine je

2z 4+ 14y 4+ 20z = 0.
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10.

11.

12.

Zapisite enacbo ravnine, ki gre skozi tocke A(1,1,1), B(—1,1,1) in C(0,0,1).

Normala ravnine je vektorski produkt dveh vektorjev, ki lezita v ravnini

—

A
A=dxb=|-2 0 0]=(0,0,2)
-1 -1 0

kjer je @ = AB = (—2,0,0) in b = AC = (—1,—1,0). Izratunamo Se koeficient d = 2. Enacba
ravnine je 2z =2 oz. z = 1.

Zapisite enacbo ravnine, v kateri lezita premici ‘”—;1 = yfzg = Z54 i

—
=
~|8
RS
[SIENY

Iz enacb premic je razvidno, da sta vzporedni s smernim vektorjem € = (7,4,2). Zacetni tocki
na premicah sta A(0,0,0) in B(1,3,4). Ker za vektorski produkt potrebujemo dva nevzporedna
vektorja, vzamemo poleg vektorja € Se vektor ¥ = AB = (1, 3,4) in izracunamo vektorski produkt

Ex = = (10,26, 17).

H\]sl
W =
IO

Enacba ravnine je 10x — 26y + 172 = 0.

Zapisite enacbo ravnine, ki gre skozi tocki A(1,0,3) in B(2,5,1) ter je pravokotna na ravnino
TixH+y+z=1

Normala ravnine 77 = (1, 1, 1), ki je pravokotna na iskano ravnino lezi v tej ravnini. Drugi vektor,
ki lezi v iskani ravnini, je vektor ¥ = AB = (1,5, —2). Ker je

77k
ixF=|1 1 1 |=(-73,4)
1 5 -2

in koeficient d = (—7,3,4) - (1,0,3) = 5, je enacba iskane ravnine —7z + 3y + 4z = 5.
Dolocite preseciscée ravnin x + y +2 =3, 2 +2y+32=61in 2z —y + z = 2.

Presecisce treh ravnin dobimo tako, da reSimo gornji sistem treh enacb s tremi neznankami, ki
ima reSitev £ = 1, y = 1 in z = 1. Uporabimo Gaussovo eliminacijo spremenljivk. Presecisce
treh ravnin je v tem primeru tocka 7'(1,1,1).

Dolocite presecisce ravnin 2x +3y —z=1inx —y+ 2z =8.

Presecisce dveh ravnin dobimo tako, da reSimo poddolocen sistem enacb, ki ima manj enachb
kot neznank. Resitev je v tem primeru neskonc¢no, kar geometrijsko pomeni, da je presek dveh
ravnin premica. Eno neznanko, recimo x, proglasimo za parameter ¢ in ostali dve spremenljivki
izrazimo s tem parametrom. Tako dobimo parametri¢no obliko enacbe premice

r =1, y:%—%t in z:%—%t.

Dolocite tocko, v kateri premica "’“"Tfl = % = 211 prebode ravnino 2x + 3y + z = 14.

Is¢emo tocko, ki hkrati lezi na premici in ravnini. Enac¢bo premice zapiSimo v parametri¢ni obliki
r=1+4+2t, y=-34+5t z=1+t.

Izrazave za x, y in z vstavimo v enacbo ravnine in dobimo

21 +2t) +3(=3+5t)+(1+1t) = 14
20t = 20
t = 1.

Torej je x = 3, y = 2 in z = 2, prebodisce pa je tocka P(3,2,2).
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Dolocite presecisce premic 7= (1,2,0) +¢(1,1,1) in ¥ = (2,3,1) + s(0,3, —1).
Najprej zapiSimo obe premici v parametri¢ni obliki

i) prva premica: x =14+t y=2+t, z =t,

ii) druga premica: x =2,y =3+3s,z=1—3s.

Ti dve obliki izena¢imo in dobimo sistem treh enacb z dvema neznankama, ki ima resitev { =1
in s = 0. To vstavimo v enacbo in dobimo presecisce v tocki 7(2,3,1).
Dolocite parameter A tako, da se premici
r—1 y+2 2—-4 z+1 y—2 z-2A
2 -2 37 -1 2 2

sekata. Dolocite Se presecisce.

Najprej zapiSimo obe premici v parametri¢ni obliki

i) prva premica: x = 1+ 2t, y = =2 — 2t, z = 4 + 3¢,

ii) druga premica: x = —1—s, y =2+ 2s, 2 = A\ + 2s.
Ti dve obliki izena¢imo in dobimo sistem treh enacb s tremi neznankami, ki ima resitev ¢ = 0,
s = —2in A = 8. Presecisce je v tocki T'(1, —2,4).
KolikSsen mora biti parameter A\, da se premici

r—1 y—-2 2-1 -2 y—-3 z-4
-1 X 1 2 4

sekata? Dolocite Se preseciSce.

Najprej zapiSimo obe premici v parametri¢ni obliki
i) prva premica: x =1+t y=2—t, z =1+ A,
ii) druga premica: x =2+ s, y =3+ 2s, z = 4 + 4s.

Ti dve obliki izenac¢imo in dobimo sistem treh enacb s tremi neznankami, ki ima resitev t = %,

s = —2 in A = 1. Presecisce je v tocki T(%7 2,%). Parameter A mora biti enak 1.

Dolocite kot med ravninama z — 4y + 8z =8 in x + z = 6.

Kot med dvema ravninama je enak kotu med normalama teh dveh ravnin. Tega dobimo iz
definicije skalarnega produkta. Obe normali sta 7 = (1, —4,8) in i3 = (1,0,1). Ker je

_ iy 9 A2
COSY = Tallial — Velva 2

sledi, da je kot med ravninama enak ¢ = 7.

Dolocite kot med ravninama z + z=2in 2z — 2y + 2z = 7.

Normali sta 71y = (1,0,1) in fis = (2, —-2,1). Ker je

172 3 V2
2

3t

72l T V2

cosp =

)

3t

S

Bl

sledi, da je kot med ravninama enak ¢ = 7.

Dolocite kot med ravnino z — z = 5 in premico # = y—zl, z=3.
Kot med ravnino in premico je komplementaren kotu med normalo ravnine in smernim vektorjem
premice. Ker je 7 = (1,0,—1), €= (1,1,0) in

-€ 1

el — Vava

je kot med normalo in smernim vektorjem a = g, kot med ravnino in premico pa ¢ = §—a =

St

)

D[

Cosx —

El

us
6"
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19.

20.

21.

22.

Dani sta ravnina 2z — y = 1 in premica PT“ =y = \/% Dolocite prebodisée in kot pod katerim

se sekata.

Enacbo premice zapiSsemo v parametri¢ni obliki z = 1 —2t, y =t in z = /15¢, ki jo vstavimo v
1
» 50

jov
enacbo ravnine in dobimo vrednost parametra ¢ = . Prebodisce je tocka P( L)
Kot med normalo 7 = (2,—1,0) in smernim vektorjem €=(-2,1,4/15) je

cosa = L =
|7]-1e]

N[

kot med ravnino in premico pa ¢ = § —a =

SE

Poiscite pravokotno projekcijo tocke T'(—4, —9, —5) na ravnino, ki je dolo¢ena s tockami A(0, 1, 3),
B(—3,2,4) in C(4,1,-2).

Najprej dolo¢imo enacbo ravnine. Normala je

7k
A=axb=|-3 1 1 |=(=5-11,—4)
4 0 -5

kjer je @ = AB = (=3,1,1)in b= AC = (4,0,—5). Ker jed = (—5,—11,—-4)-(0,1,3) = —23, se
enacba ravnine glasi
—bx — 11y — 4z = —23.

Nato dolo¢imo Se enacbo premice, ki je pravokotna na ravnino in gre skozi tocko T'. V vektorski
obliki je ¥ = (-4, -9, —5) + t(—5, —11, —4), v parametri¢ni obliki pa

z=-4-5t y=-9-11t in z=-5— 4t

Pravokotna projekcija toCke je ravno preseciSée ravnine in premice. Vstavimo parameri¢no
izrazavo enacbe premice v enac¢bo ravnine in dobimo vrednost parametra t

20425t +99+ 121t + 204+ 16t = —23
t = —1.
Pravokotna projekcija je tocka S(1,2,—1).
Katera tocka na ravnini 3z 4+ 4y — 2z — 29 = 0 je najblizja koordinatnemu izhodis¢u?

Normala ravnine je 7 = (3,4,—2). Tocka na ravnini, ki je najblizja dani tocki je presecisce
ravnine in premice, ki je pravokotna na ravnino in gre skozi dano tocko. Enacba te premice v
parametri¢ni obliki je x = 3¢, y = 4t in z = —2t. Le-to vstavimo v enacbo ravnine in dobimo
29t = 29 oz. t = 1. Iskana tocka je S(3,4, —2).

Dani sta ravnini 71 : 122 4+ 9y — 20z = 19 in 7 : 162 — 12y + 152 = 9. Doloécite tocko, ki lezi na
osi z in je enako oddaljena od teh dveh ravnin.

Iscemo tako tocko T'(0,0, z), da velja d(T,m1) = d(T, m2). Ker je

d(T,m) = ’ —20z— 19’ = 20225 19,
d(T,m) = )1\%79’ = 5e9l,
resujemo enacbo | — 20z — 19| = |15z — 9], ki ima dve resitvi
i) prva resitev: —20z —19=152 -9 = z= -2,

ii) druga resitev: —20z —19=—-152+9 = z= —%.

Dobimo dve tocki T7(0,0, —%) in 7%(0,0, —%).
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. Izra¢unajte razdaljo tock A(0,0,0), B(1,—1,0) in C(3,5,4) do ravnine 7 : 2z + 3y + 4z = —1.

i) d(A,7) = | b =

ii) d(B,m) = ‘2 3“‘ = 0, tocka lezi na ravnini,
_ |6+15+16+1| _ 38
ii) d(C,7m) = ’T‘ = 75
Sia : = ~ Cz—1 +1 -2
. Izracunajte oddaljenost tocke 7'(0,1,3) do premice p : %5+ = Y= = 252,
Iz podatkov dobimo vektorje € = (2,1,2), 7o = (1,—1,2), ¥ = (0,1,3) in ¥ — 7y = (—1,2,1).
Sledi
77k
eEx (F—19) = 2 1 2|=(-3,-4,5),
-1 2 1
— V50 _ 5v2
d(T,p) = 3

. Izracunajte oddaljenost tocke 7°(1,1,2) do premice p: 5§ =y = %

Iz podatkov dobimo vektorje €= (2,1,2), 7o = (0,0,1), 7= (1,1,2) in 7 — 75 = (1,1, 1). Sledi

77k
ex(F—7) = |2 1 2|=(-1,0,1),
11 1
d(T,p) = 2.

1

. Izracunajte oddaljenost tock A(0,0,0) in B(2,2,0) od premice p : =4=22

Iz podatkov dobimo vektorje € = (4,3,5), 7o = (1,0,2), 74 = (0,0,0) in g = (2,2,0). Dolzina
le] = v/50 = 5/2. Izracunajmo razdaljo najprej za tocko A, kjer je 74 — 7y = (1,0, —2)

T 7k
X(Fa—70) = | 4 3 5 |=(-6,3,3),
-1 0 -2
VY . L
d(Aﬂp) - 5\/5 -
Nato $e razdaljo za tocko B, kjer je 75 — 79 = (1,2, —2)
77k
€ X (TTB—Fo) = 4 3 5 = (—16, 13,5),
1 2 -2
_ /450 _
d(B,p) = N

. Izracunajte razdaljo med premicama py :x —2=2y=z+linpr:x+1=2y =2 — 2.

Premici sta vzporedni s smernim vektorjem € = (1, %, 1). Razdalja med tema premicama je enaka
razdalji ene tocke na eni premici do druge premice. Ker je 7 = (2,0,—1) in 7 = (—1,0,2), je
1 — 72 = (3,0, —3). Vektorski produkt je enak

T 7k
Ex(M—m)=|1 31 1 |=(-3,6-3),
30 -3

razdalja med premicama pa




28.

29.

30.

31.

Izrac¢unajte razdaljo med premicama p; : x = 2y = z in po : %71 =y = %1

Premici sta mimobezni. Iz podatkov dobimo vektorja € = (1,3,1) in & = (2,1,3) ter tocki
T1(0,0,0) in T5(1,0,—1). Sledi ¥ = Wy = (1,0,—1). Vektorski produkt je enak

77k
51X€2— 1 % 1 :(%,—1,0),
2 1 3

meSani produkt je (€1,€%,7) = (€1 X €3) - ¥ = (%,—1,0) -(1,0,-1) = %, dolzina vektorskega

V5

produkta je |1 x €3] = %52, razdalja med premicama pa
(€, é,7)] _ 5
d = e
Izracunajte razdaljo med premicama py :x + 1=y = 251 inpy:x= %1 = 212.

Premici sta mimobezni. Iz podatkov dobimo vektorja €1 = (1,1,2) in € = (1,3,4) ter tocki
T1(—1,0,1) in T5(0,—1,2). Sledi ¥ = T1T» = (1,—1,1). Vektorski produkt je enak

77k
€ xe=|11 2 :(—2,—2,2),
1 3 4

meSani produkt je (€3, €s,7) = (—2,—2,2) - (1,—1,1) = 2, razdalja med premicama pa

‘(517 527 F)| 2 V3
d = = —F = =,
(p1,p2) &1 X &) Vi2 3
Dolocite zrcalno tocko k tocki T'(1,1,1) glede na premico = = y_—_f, z=0.

Iz podatkov dobimo T (0,2,0), €= (1,—1,0) in 7'(1,1,1). Sledi
T = (1,-1,1),
T(;S = T(g;-é'é-‘: %(17 _170) = (17_170)7

TS = Tp8 —ToT = (0,0,-1),

Zrcalna tocka je T/(l7 1,-1).
Dolocite zrcalno tocko k tocki T'(4,2,4) glede na ravnino 7 : 2x +y + 2z = 9.

Iz podatkov dobimo 7 = (2,1,2) in T'(4,2,4). Sledi

dT,m) = J5=3
T_:S’ = —d(T,W)%:3%:(2ala2)a
7= 7+ 278 = (4,2,4) +2(—2,~1,-2) = (0,0,0).

Zrcalna tocka je T'(0,0,0).
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MATRIKE

Matrika A = [aw] 711 ., dimenzije m X n je pravokotna tabela mn stevil, ki ima m vrstic in n stolpcev.

7 AT = [CLJZH 11 " oznacimo transponirano matriko, ki jo dobimo tako, da zamenjamo vlogo stolpcev
in vrstic. Veljajo zveze (A + B)T = AT + BT (aA)T = aAT, (AT)T = Ain (AB)T = BTAT. 7
A* = AT oznac¢imo konjugirano matriko.

Mnozenje matrik: A = [aZ]]J 1’ o, B = [bUH 11’ PO = [CU]Z 11’ g

-----

C:A'B, Cijzzaikbkj-

Za identiteto I = ] velja zveza A- I =1-A= A.

1

Matrika A je obrnljiva, e obstaja inverzna matrika A~!, tako da je AA~" = A=A = I. Ce matrika
ni obrnljiva, je singularna. Matrika A je nesingularna natanko tedaj, ko je det A # 0. Velja

1 ~
-1 _ . AT
det A ’
kjer je A matrika kofaktorjev z elementi /L-j = (—1)"*9 4;;, Aij pa determinanta matrike A brez i-te
vrstice in j-tega stolpca.

Za determinante veljajo zveze det (AB) = det A - det B in det (A™1) = 1.

Rang r(A) je enak Stevilu linearno neodvisnih vrstic/stolpcev. Veljajo zveze r(A) < min{m,n} in

r(A) = r(AT).

Operacije, ki ohranjajo rang (Gaussova eliminacija):

1. Dve vrstici lahko med seboj zamenjamo.
2. Vrstico lahko pomnozimo s poljubnim nenic¢elnim Stevilom.
3. Vrstici lahko pristejemo poljuben veckratnik druge vrstice.
Inverz izracunamo tako, da z operacijami, ki ohranjajo rang, prevedemo [A|I] ~ [[|A71].
Ortogonalne in unitarne matrike:
Matrika A € R™" je simetricna, ¢e je AT = A.
Matrika A € R™*" je ortogonalna, ¢e je AAT = ATA=1.
Matrika U € C™*"™ je unitarna, ¢e je UU* =U*U =1

1. Dani sta matriki A = [ 2 _31 ] in B = [ o 2 ] Poiscite matriko X, za katero velja

5 1 3
24 —3X = B.
1 1/ 4 —2 -5 —2 179 0 30
X_3(2A_B)_3([10 6]_[1 3])‘3[9 3}_{3 1}'
-2 2 1 5 —6
2. Dani sta matriki A = 3 4 inB—[2 9 3 ].Izraéunajte 3A+ BT in 2AT + 3B.
-5 —6
-6 6 12 -5 8
34+ BT = 9 12 |+| 5 -2 |=| 14 10 |,
~15 —18 -6 3 —21 -15
-4 6 —10 3 15 —18 ~1 21 -28
T _ _
2A+3B_[4 8—12] [6 6 9}_[10 2 —3]'
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1+i 2—-i 4 5
3. Za dano kompleksno matriko A = 4 2 —3i —441i | izracunajte AT in A*.
—-2—-i 6 7 2461
1+1 4 —2—i 1—1i 4 —241i
2—i 2 6 2+1i 2 6
T _ * _
A= 4 —3i 7  AT= 4 3i 7
5 —4+4+1 2+6i 5 —4—-1 2-6i
2 1 -2 =5
4. Dani sta matriki A = 10 in B= [ 3 4 0 ] Izracunajte produkta AB in BA.
-3 4
[ 2 -1 [ -1 -8 -10
AB = 1 0 [; f 05]: 1 -2 -5 |,
| -3 4 9 22 15
_ 2 1 _
1 -2 -5 15 -21
BA = ] 1 o0 |= ] |
13 4 0 s 4 ] | 10 -3
1 -1 1 1 2 3
5. Dani stamatrikiA=| -3 2 —1 | inB=| 2 4 6 |. Izracunajte produkta AB in BA.
—2 1 0 123
1 -1 1 1 2 3] [0 0 0
AB = -3 2 -1 24 6|=100 0],
| -2 1 0 1 2 3| L0 0 0
[1 2 3] 1 -1 1 ] [ —-11 6 -1
BA = 2 4 6 -3 2 -1 |=1|-22 12 -2
|1 2 3] -2 1 0 | -1 6 -1
1 -3 2 ] 1 4 10 1 0 1
6. Danesomatrike A= 2 1 -3 |,B=[2 1 1 1 |inC=]0 1 0 |.Izracunajte
4 -3 -1 | 1 -2 1 2 2 31
produkta AB in AC.
[1 -3 27 [1 4 10 -3 -3 0 1
AB = 2 1 =3 2 1 1 1|= 1 15 0 =5 |,
|4 -3 -1 ] [1 =2 1 2 -3 15 0 -5
[1 -3 2 1 0 1 5 3 3
AC = 2 1 -3 01 0f(=]-4 -8 -1
4 3 1] [2 31 2 —6 3
1 -1
7. Dana sta vektorjaa= | 2 | inb= 2 |. Izracunajte produkta a’'b in ba™.
3 1
—1 [ —1 -1 -2 -3
a’b=1[123]-| 2 | =6, ba’=| 2 |-[123=| 2 4 6
1 1 1 2 3
8. Matriki A in B komutirata, ¢e velja AB = BA. Ali lahko dolo¢imo parametra a in b tako, da
1 2 -1 b a 5]
matrikiA=1]0 1 3 inB=1|9 a a | komutirata?
a 2 4 a 8 a |




10.

Izra¢unamo oba produkta

1 2 -1 b a b5 [ b—a+18 3a—8 a+5
AB = 01 3 |19 a al-= 9+ 3a a+ 24 4a |,
la 2 4 a 8 a| |ab+4a+18 a*+2a+32 1la
(b a 5 1 2 —17 [ b+5a 2b+a+10 3a—b+20
BA = 9 a al|l-101 3 |=|a*+9 3a+18 Ta—9
L a 8 a a 2 4 i _a2+a 4a + 8 3a + 24

Matriki sta enaki, ¢e imata vse istolezne elemente enake. Ker sta neznanki dve, vzamemo tudi
dve enacbi, lahko kar enac¢imo prva dva elementa v prvi vrstici in dobimo sistem

b—a+18 = b+ 5a,
3a—8 = 2b+a+ 10,

ki ima resitev a = 3 in b = —6. Vendar pa ta resitev ni dobra za vse enacbe, zato taka parametra
a in b, da bi matriki A in B komutirali, ne obstajata.

Poiscite vse matrike, ki komutirajo z matriko A = [ (1] 1 ] .

d
01 a b c d
AB = [1 1]'[0 d}_[a—kc b+d]’
- a b 0O 1] |b a+bd
BA = [c d]'[1 1}_[d c—l—d]'
Da matriki komutirata, mora biti AB = BA, torej morajo biti vsi istolezni elementi enaki.

Dobimo enacbe c=b,a+c=d,a+b=din b+d = c—+d, ki se reducirajovc=bind = a+0b.
Matrike, ki komutirajo z matriko A, so oblike

a b
B_[b a+b]'

Izracunamo oba produkta matrike A s poljubno matriko B = [ (2 b }

010 1 0 2
DanistamatrikiA= | 0 0 1 [inB=| 0 1 0 | terfunkcija f(z) = 254+22*—23+522+8.
0 00 0 01
Izracunajte f(A) in f(B).
Izracunamo najprej za matriko A
010 010 0 01
A* = A-A=|00 1 001f={000]|,
0 00 0 00 0 00
0 01 010 0 00
A = A* A=|00 0 001f[={000]|=0,
0 00 0 00 0 00
At = A4 =,
8 0 5
= f(A)=A°+24* — A3 1542 4+8T=|0 8 0
0 0 8
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Nato se za matriko B

1 0 2 1 0 2 1 0 4
B> = B-B=|010 01 0|=[01°0],
0 01 0 01 0 01
10 47 [1 027 [1 0 6]
B> = B2.B=|01 0 01 0|=|01o0]/,
|00 1] |00 1] |0 0 1 |
(1061 [1 027 [1 0 8]
BY = B*>B=|01 0 010|=|010]/],
|00 1] |00 1] |0 0 1 |
(1 0 8] [1 0 2] [1 0 10
B = B*B=|01 0 010|=(01 0],
|00 1] |00 1] |0 0 1 |
15 0 40 ]
= f(B)=B>+2B*-B*+5B>+8I=| 0 15 0
0 0 15 |
1 1 1
11. Ali je matrika A= | 1 0 1 | ortogonalna?
0 1 1
Ker je
1 1 1 1 1 0 3 2 2
AAT =11 0 1 1 01 |=1]221]|#I,
01 1 1 1 1 2 1 2
matrika A ni ortogonalna.
11 1 7
oY
12. Ali je matrika A = ? —1% (3 ortogonalna?
vioove o vz
Ker je
11 _1 7 1 1 1
Vi Ve V2 Vi V3 VB 100
AAT = | 5= —% 0 % T s l=l01o0|=1
1 1 1 (i 06 16 00 1
vV3iooVve V2o V2 V2
in ATA = I, je matrika A ortogonalna.
—142i —4-2i
13. Ali je matrikaU:[ 22n 3 }unitama?
5 5
Ker je
. —142i —4-2i —1-2i  244i 10
oo = B L || Cha e |0 ]
5 5 5 5
in U*U = I, je matrika U unitarna.
2 21 1
3 3 2 2
.. . _ o
14. Ali je matrika A 443 3 obrnljiva’
5 5 4 4

Matrika A ni obrnljiva, saj sta prvi in drugi stolpec enaka (tudi tretji in ¢etrti), kar pomeni, da
je determinanta matrike A enaka 0.
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15.

16.

17.

18.

d 1 3

Poiscite inverze k danim matrikam A = [ a b }, B = [ 25 ] inC' = [ .
c sina cosa

cosa —sino ]

Inverze izra¢unamo po formuli A~! = deﬁ - AT ki se za 2 x 2 matrike poenostavi v

1 d b
A7l = .
ad — be [ —c a ]

S konkretnimi podatki dobimo

Blz[ 3 —5] 01:{ cos sina]

-1 2 —sina  cosa

Matrika C' je zanimiva zato, ker mnozenje poljubnega vektorja s to matriko pomeni rotacijo
vektorja za kot a.

5 8 4
7 matriko kofaktorjev izracunajte inverz matrike A= | 3 2 5
7 6 10
Izracunamo determinanto matrike in matriko kofaktorjev
5 8 4 } —-10 5 4
detA=|3 2 5 |=6, A= | =56 22 26
7 6 10 32 —13 -—-14
Inverzna matrika je
1 —10 —56 32
ATl = sl 5 2 -1
4 26 —14
1 -1 0
7 matriko kofaktorjev izracunajte inverz matrike A= | -1 2 1
2 2 3
Izracunamo determinanto matrike in matriko kofaktorjev
1 -1 0 . 4 5 —6
detA=| -1 2 1]|=-1, A= 3 3 -4
2 2 3 -1 -1 1
Inverzna matrika je
-4 -3 1
A= -5 -3 1
6 4 -1
1 -2 3 4
Dolocite rang matrike A= [ 2 —1 8 —6
3 =3 11 -2

7 operacijami, ki ohranjajo rang, ”pridelamo”v vsaki vrstici vsaj eno nic¢lo ve¢ kot je v prejsnji
vrstici

1 -2 3 4 1 -2 3 4 1 -2 3 4
2 -1 8 6|~[0 3 2 -14|~[0 3 2 —-14
3 =3 11 -2 0 3 2 -14 0 0 0 O

Rang matrike je enak Stevilu vrstic, ki nimajo vseh elementov enakih 0. Torej je r(A) = 2.
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.. . _ 1 -1 -3
19. Dolocite rang matrike A = | 43 7
-7 1 =9
2 1 9 1 -1 =3 1 -1 -3
1 -1 -3 0 3 15 0 1 5
4 3 7 0 -1 5 |~|o o o T "A=2
-7 1 =9 0 -6 =30 0 0 O
1 -2 -1 0 4
.. . _ 1 -1 2 -5 6
20. Dolocite rang matrike A = 9 92 4 _9 13
-1 3 4 -3 0
1 -2 -1 0 4 1 -2 -1 0 4] 1 -2 -1 0 4
1 -1 2 -5 6 0o 1 3 -5 2 0o 1 3 -5 2
2 -2 4 -9 13 0 2 6 -9 5 0 0 0o 1 1
-1 3 4 -3 0 101 3 -3 4| o 0 o 2 2
1 -2 -1 0 4]
0o 1 3 -5 2
“lo o o 11 = rA)=3
|0 0 0 0 0 |
31 1 4
esir er . . . k 4 10 1 . o
21. Poiscite stevilo k, pri katerem ima matrika A = | 7 17 3 | hajmanjsirang.
2 2 4 3
7 operacijami, ki ohranjajo rang, reduciramo matriko A
31 1 4 1 7 17 3 1 7 17 3 1 7 17 3
k4 10 1 N 2 2 4 3 N 0 -12 —30 -3 N 0 4 10 1
1 7 17 3 3 1 1 4 0 -20 —50 -5 0 0 0 0
2 2 4 3 k4 10 1 0 4—7k 10-17k 1-3k 0 7k 17k 3k

Locimo dva primera. Ce je k = 0, potem je 7(A) = 2, sicer pa je 7(A) = 3. Torej ima matrika
A najmanjsi rang pri k = 0.

—1

0
7 v odvisnosti od parametra p.
7

- e w

1
22. Dolocite rang matrike A= | 2 5
3 p

7 operacijami, ki ohranjajo rang, reduciramo matriko A

1 -1 0 3 1 -1 0 3 1 -1 0 3
2 5 74|~l0 7 7T =2|~|0 7 7 -2
3 p T T 0 p+3 7 —2 0 p—4 0 0

Loc¢imo dva primera. Ce je p = 4, potem je r(A) = 2, sicer pa je r(A) = 3.
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23. 7Z Gaussovo eliminacijo izracunajte inverz matrike A = 0o 3 -2

Matriko A raz8irimo z identiteto I. Z operacijami, ki ohranjajo rang, razsirjeno matriko prede-
lamo tako, da na mestu, kjer je bila matrika A, dobimo matriko I, na mestu, kjer je bila matrika
I, pa dobimo inverzno matriko A~*

-2 0 11]1 00 1 =2 1|0 0 1 1 =2 1|0 0 1
0 3 —-2|01 0| ~ 0 3 —-2|/010|~[0 3 —=2|01 0|~
1 -2 1|0 0 1] | -2 0 1|1 00 0 -4 3|1 0 2
30 —-1/0 2 3] (3 0 0[/3 6 9 1 001 2 3
03 -2/01 0| ~ [030|69 12|~]010|2 3 4
00 1 (3 4 6| | 0 0 13 4 6 00 1|3 46
1 2 3
= At=12 3 4
3 46
-3 1 5
24. 7 Gaussovo eliminacijo izracunajte inverz matrike A= | -3 1 4
-8 3 10
Sestavimo raz§irjeno matriko in jo predelamo
-3 1 5|1 0 O (-3 1 5 |1 0 0 -3 1 5 |1 0 O
-3 1 401 0|~ 0 O —-1|-11O0|~]0 1 —-10]{-8 0 3|~
-8 3 100 0 1 | 0 1 -10]-8 0 3 0 1 (1 -1 0
31 0|-4 5 0] 30 0|-6 15 -3 1 002 =5 1
o 102 —-10 3|~ 0 102 —-10 3 |~|010]2 =10 3
0 01} 1 -1 0| o o011 -1 0 0 0 1|1 -1 O
2 =5 1
= Al'=|2 -10 3
1 -1 0
0 1
25. 7 Gaussovo eliminacijo izra¢unajte inverz matrike A= | 1 -1 3
1 0
Inverzna matrika je
-3 1 1
Al=1]18 -6 -5
7T =2 =2
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SISTEMI LINEARNIH ENACB

Dan je sistem m enacb z n neznankami

ane + apry + -+ ar, = by,
a1 + agTs + -+ amTn = b,
Am1T1 + a2 + -+ GpnTn = by
Sistem zapiSemo v matricni obliki Az = b. Sestavimo razsirjeno matriko R = [A]b] in uporabimo

Gaussovo eliminacijo na tej matriki. Uporabljamo operacije, ki ohranjajo rang matrike. Velja
1. Sistem Az = b je protisloven (nima resitve), ¢e je r(A) # r(R).
2. Sistem Az = b je resljiv natanko tedaj, ko je r :=r(A) = r(R).

(a) Ce je r = n, je resitev natanko ena.

(b) Ce je r < n, je resitev neskonéno, dobimo (n — r)-parametriéno druzino regitev.

Homogen sistem linearnih enacéb: Ax =0

1. Trivialna resitev z = (0,0,...,0)” vedno obstaja.
2. Kvadratni sistem ima netrivialno resitev natanko tedaj, ko je det A = 0.
3. Ce je m < n, netrivialna resitev vedno obstaja.

Matricne enacbe:

Enacbo Ax = b resimo tako, da z operacijami, ki ohranjajo rang, prevedemo: [A|b] ~ [I|z].

Enacbo AX = B resimo tako, da z operacijami, ki ohranjajo rang, prevedemo: [A|B] ~~ [I|X].
Enacbo X A = B najprej transponiramo, da dobimo enac¢bo AT X7 = BT prejsnje oblike. Le-to redimo
tako, da prevedemo [AT|BT] ~ [I|X7T].

1. Resite sistem linearnih enac¢b

20 =3y +2 = 0,
T —2y+ 32
r+y+2z = 13.

I
L

ZapiSemo razsirjeno matriko sistema in jo z operacijami, ki ohranjajo rang, reduciramo

2 =3 110 1 -2 310 1 -2 310
1 -2 30 |~(0 1 -5/0 |~]0 1 =5|0
1 1 1]13 0 3 -2]|13 0 0 1313

Ranga matrike in razsirjene matrike sta enaka, torej resitev obstaja. Ker je rang enak stevilu
neznank, je reSitev natanko ena. Pois¢emo jo tako, da enacbe resujemo od spodaj navzgor.
Dobimo 13z =13, torej z =1,y — 52 =0, zatoy =5 inx — 2y + 32 =0, zato x = 7.

2. Resite sistem linearnih enac¢b

20 +3y—2z = 5,
rT—=2y+3z = 2,
dr —y+4z =
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Zapisemo razsirjeno matriko in jo z operacijami, ki ohranjajo rang, reduciramo

2 3 =215 1 -2 3] 2
1 -2 3|2 |~|0 7 =8]|1
4 -1 4|1 0 7 =8|-7

1 -2 3| 2
~10 7 =8]1
0 0 0 |-8

Ker je rang razsirjene matrike enak 3, rang osnovne matrike pa 2, sistem nima resitve.

. Resite sistem linearnih enac¢b
2z + 3y + 2z
x4+ 2y — 3z
T +y+ 52z

)

)

—1.

ZapiSemo razsirjeno matriko in jo z operacijami, ki ohranjajo rang, reduciramo

2 3 2| 2 11 5 |-1 11 5 |-1
1 2 -3] 3 ~]10 1 =8| 4 ~]1 01 =8| 4
11 5 |-1 01 -8| 4 00 010

Ranga razsirjene matrike in osnovne matrike sta enaka, torej resitev obstaja. Ker je rang enak
2, neznanke pa so 3, je resitev neskon¢no. Vzamemo npr. z = poljuben in z njim izrazimo x in
y. Kerjey—8z=4,jey=8z+4,inkerjex+y+5z=—1, jex=—13z - 5.

. Resite sistem linearnih enac¢b

z+y+2z+3u—v = 5,

T4+2y+z2z+5u—v 5,
—x+y—4z+42u -3,
20 —y+ 7z — 2u 6.

ZapiSemo razsirjeno matriko in jo z operacijami, ki ohranjajo rang, reduciramo

1 1 2 3 —1]5 1 1 2 3 —-1|5
1 2 1 5 —-1|5 01 -1 2 010
11 -4 2 o0o|=-3| T lo 2 -2 5 —1]2 |~
2 -1 7 -2 06 | 0 -3 3 -8 2 |—4

11 2 3 —1]5 11 2 3 -1]5

01 -1 2 010 01 -1 2 010

00 0 1 -—1]2 T loo0o 0o 1 -1]|2

00 0 —2 2 |—4] 00 0 0 010

Ker sta ranga osnovne in razSirjene matrike enaka, resitev obstaja. Rang je 3, neznank pa 5,
torej dobimo 2-parametri¢no druzino resitev x = —3z+3, y = z—2v—4, z = poljuben, u = v+2,
v = poljuben.

. Dolocite parameter k tako, da bo sistem resljiv

r—y+z = 0,
3r—y—z = =2
doe—y—2z = k.

ZapiSemo razsirjeno matriko in jo z operacijami, ki ohranjajo rang, reduciramo

1 -1 1|0 1 -1 1|0 1 -1 1 0
3 -1 -1|-2|~(0 2 —A4|-2|~]0 1 =-2| —1
4 -1 =-2| k 0 3 —6] k 0 0 0 |k+3
Sistem je resljiv, ko sta ranga enaka, torej ko je k+3 = 0. Zato ima sistem resitev pri k = —3, le-

teh pa je neskoncno, saj je rang 2, neznanke pa so 3. Enoparametri¢na druzina resitev: z = z—1,
y = 2z — 1, z = poljuben.
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6. Obravnavajte resljivost sistema glede na vrednosti parametra k

kx + 2y + 3z
24y —=
3x 4+ 3y + 22

4,
3,

= 10.

ZapiSemo razsirjeno matriko in jo z operacijami, ki ohranjajo rang, reduciramo

2 1 —-11]3 2 1 -1 3 21 -1 3
33 2 ]10|~1]0 3 7 11 ~ 10 3 7 11
k2 3|4 0 4—k 64k |8—3k 0 0 5k—5|k—10
Obravnavamo primere:
e Lk = 1: sistem nima reSitve,
3 _ 5+ 16k k — 10

e k # 1: sistem ima natanko eno resitev x =

-k Y7 B5k—5’" “ " 5k_5

7. (&) Obravnavajte resljivost sistema glede na vrednosti parametra k

xr — 3z

20+ ky — z
x+2y+kz

= -3,
= -2
= 1

ZapiSemo razsirjeno matriko in jo z operacijami, ki ohranjajo rang, reduciramo

1 0 —-3|-3 10 -3 |-3 1 0 -3 -3
2 k -1|-2|~|0 k 5 4 ~ |10 k 5 4
1 2 k|1 0 2 k+3]| 4 0 0 (k+5)(k—2)|4(k—2)
Obravnavamo primere:
e k = —b: sistem nima resitve,
5
e k = 2: sistem ima neskon¢no resitev x = -3+ 3t, y=2-— §t’ z =1,
4
e Lk = 0: sistem ima neskoncno resitev z = 5 y=1=t, z= 5
o k# —5, k+# 2, k+# 0: sistem ima natanko eno resitev
-3k -3 4 4
rT=—— =—, z=—.
k+5 0 YT k+s k+5

8. (&) Obravnavajte resljivost sistema glede na vrednosti parametra k

—3r+2—-k)y+(k—2)z = 3k—-7,
r—y+6z = 5,

x+ky—

6kz = 2—3k.

ZapiSemo razsirjeno matriko in jo z operacijami, ki ohranjajo rang, reduciramo

1 -1 6 5
1 k —6k |2 -3k
-3 2—-k k—2|3k-7

30

1 -1 6 )
0 k+1 —-6k—-6|-3-3k

0 —1—k k416 | 3k+8
(1 -1 6 5

0 k+1 —-6k—-6 |—-3—-3k

L0 0 —Bk+10| 5



10.

11.

Obravnavamo primere:

e Lk = 2: sistem nima reSitve,

)

ol

e k= —1: sistem ima neskon¢no reSitevx =3+¢t, y=t, z=
e k+#2 k+# —1: sistem ima natanko eno resitev

3k 1
r=2, y=-——, 2=—-—.

2—k 2—k

Kateremu pogoju morajo zadoscati parametri a, b in ¢, da bo sistem enach

20 —Ty— Tz =
—r+2y+3z = b
r+y—2z = c
resljiv? Resite sistem za vrednosti parametrov a = —12, b =7 in ¢ = —9.

ZapiSemo razsirjeno matriko, kjer zamenjamo prvo in tretjo enacbo, ter jo reduciramo

1 1 =2]¢c 11 =2 c 11 =2 c
-1 2 3|/b|~|0 3 1 |b+c |~]|0 3 1 b+c
2 -7 —-T7la 0 -9 —-3|a—2c 0 0 0 |a+3b+c
Da bo sistem resljiv, mora biti izpolnjen pogoj
a+3b+c=0.
Dane vrednosti a = —12, b = 7 in ¢ = —9 temu pogoju zadoscajo, torej ima sistem resitev. Ker
je rang za 1 manjsi od Stevila neznank, dobimo 1-parametriéno druzino resitev: x = —7y — 13,
y = poljuben, z = —3y — 2.
Ali ima homogen sistem
z+3y—2z = 0
r—8y+8 = 0
3r—2y+42 = 0
netrivialno resitev? Ce jo ima, jo izra¢unajte.
1 3 -2
Ker je detA = |1 -8 8 = 0, ima homogen sistem netrivialno resitev, ki jo dobimo
3 -2 4
podobno kot pri nehomogenem sistemu z redukcijo
1 3 =2 1 3 =2 1 3 =2
1 -8 8 | ~|0 —-11 10 [ ~] 0O —11 10
3 -2 4 0 —11 10 0 0 0
Ker je rang enak 2, neznanke pa 3, dobimo 1-parametri¢no druzino resitev: x = —%z, Yy = %z,
z = poljuben.
2 -2 3 1
Resite enacbo Ax = b, kjerje A=| -2 1 =3 |inb=| —1
2 7 5 -1

Najprej sestavimo razsirjeno matriko in jo predelujemo toliko ¢asa, da dobimo na levi strani
identiteto. Takrat je na desni strani resitev sistema

2 -2 3 1 2 -2 3|1 2 0 3|1 1 0 0] 2
-2 1 -3|-1]~]10 -1 0|0 ~10 10 ~1010]0
2 7 5 | -1 0 9 2|-2 00 2|-2 0 0 1|-1
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12.

13.

14.

2

Resitev je x = 0
-1
3 -1 2 3 9 7
Resite matri¢no enacbo AX = B, kjerje A= 4 -3 3 |inB=|1 11 7
1 3 0 7T 5 7

Resitev obstaja, ¢e je determinanta matrike A razli¢na od 0, sicer pa ne. Ker je

3 -1 2
detA=|4 -3 3|=0,
1 3 0
dana matri¢na enacba nima resitve.
-2 1 2 1 1 2
Resite matri¢no enacbo AX = B, kjer je A = 2 1 4 inB=|2 4 4
1 0 -1 1 0 2

Ker je det A # 0, resitev obstaja in je enaka X = A~'B. Pois¢emo jo tako, da sestavimo
razsirjeno matriko iz matrik A (na levi) in B (na desni). To matriko predelujemo toliko Casa,
da dobimo na levi identiteto. Na desni je tedaj resitev X

—2 1 2 [1 1 2 10 -1|1 0 2 10 -1]1 0 2
2 1 4244 ~ {01 0/316|~|01 0|3 1 6
1 0 —-1|1 0 2 (01 6|0 40 00 6|-33 —6
r 1 1 1 1
~ 01 0|3 1 6 = X=] 3 1 6
1 1 1 1
L0 0 1= 5 —1 -3 3 1

Resite matriéno enacho X A = B, kjer je A = [ ?) i } in B = [ 1 ? }

Ker je det A # 0, resitev obstaja in je enaka X = BA~!. Poiséemo jo tako, da sestavimo
razsirjeno matriko iz matrik A7 (na levi) in B” (na desni). To matriko predelujemo toliko ¢asa,
da dobimo na levi identiteto. Na desni je tedaj X 7T

2 3|1 1 2 3|1 1 2 0|4 -2 1 0] 2 -1
3 412 1 0 -1|1 -1 0 -1|1 -1 0 1]-1 1 |°

Resitev matri¢ne enacbe je

2 1 3 9 14 16
() Resite matricno enacbo XA =B, kjerjeA=|3 2 4 |inB=|5 7 3
2 -3 1 00 0
23 219 50 (1 2 3|14 7 0 1 0 13|-24 —-11 O
1 2 -3/14 70 ~ 01 -8{19 9 0|~|01 =8]19 9 0
34 1|16 3 0 |0 2 —-10(26 18 O 100 6 |—-12 0 O
1 0 0| 2 —-11 0 2 3 -2
~ 0103 9 0 = X=|-11 9 0
100 1(-=2 0 O 0 0 O
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VEKTORSKI PROSTORI IN LINEARNE
PRESLIKAVE

Mnozica vektorjev x1,...,z, € V je linearno neodvisna, ¢e je linearna kombinacija ajzi+- - -+ anz, =
0 natanko tedaj, ko je a1 = -+ =, = 0.

Linearna ogrinjaca vektorjev x1,...,x, € V je mnozica vseh vektorjev oblike y = ajx1 + - -+ + anxy,
ki so linearno odvisni od vektorjev x1,...,Z,.

Baza vektorskega prostora V' je mnozica vseh linearno neodvisnih vektorjev, katerih linearna ogrinjaca
je cel prostor V. Stevilo vektorjev v bazi je enako dimenziji vektorskega prostora.

Standardna baza v prostoru R" je
e1 = [1,0,...,0]T, ... e, =[0,0,...,1]%.
Preslikava T : U — V je linearna preslikava med vektorskima prostoroma U in V, ¢e velja
T(ax 4 By) = aTx + BTy.

Bazni vektoriji ey, . . ., e, prostora U se z linearno preslikavo 7" preslikajo v bazne vektorje Tey,...,Te,
prostora V. Linearno preslikavo predstavimo z matriko.

5 8 4
1. Alisovektorji | 3 |, | 2 | in | 5 | linearno neodvisni?
7 6 10

Vektorji v1, vg in vy so linearno neodvisni, ¢e je « = B = v = 0 edina reSitev enacbe av; +
Bua + yvs = 0. To je homogen sistem enach, za katerega vemo, da ima netrivialno resitev, ko
je determinanta matrike sistema enaka (. Vektorji so torej linearno neodvisni, ko ima matrika,
katere stolpci so ti vektorji, determinanto razli¢no od 0. Ker je

5 8 4
detA=|3 2 5 |=6#0,
7 6 10
so vektorji linearno neodvisni.
2 -1 0
2. Ali so vektorji | 3 [, | —2 | in | —1 | linearno neodvisni?
1 5 11
Ker je
2 -1 0
detA=|3 -2 —-1|=0,
1 5 11
so vektorji linearno odvisni.
1 2 4 1
3. Dani so vektorji | —1 |, | 3 | in | 1 [. Dolo¢ite parameter A tako, da bo vektor | 4 | v
2 1 5 A

njihovi linearni ogrinjaci.

Vektor u je v linearni ogrinjaci vektorjev vi, vo in wvs, ¢e obstajajo taki a, (8 in ~, da je u =
avy + Pvy + yv3. To nam da nehomogen sistem enacb, ki ga reSimo z Gaussovo eliminacijo.
Koeficienti a, 8 in v obstajajo, ko ima sistem resitev. Reduciramo in dobimo

1 2 411 1 2 4 1 1 2 4 1
-1 3 1{4|~]0 5 5 ) ~10 11 1
2 1 5|A 0 -3 -3|A—-2 00 0]A+1

Sistem ima resitev, ko je A+ 1 =0, torej ko je A = —1.
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1 1 1
4. Pokazite, da vektorjiz; = | 1 |, 2o = | 1 | inxz3= | 2 | tvorijo bazo vektorskega prostora
1 2 3
6
9

R3. Razvijte vektor y = po tej bazi.

[

4

Vektorji tvorijo bazo, ko so linearno neodvisni in napenjajo cel prostor. V prostoru R? poljubna
trojica linearno neodvisnih vektorjev sestavlja bazo. Ker je

111
detA=|1 1 2|=-1+#0,
1 2 3
so vektorji linearno neodvisni, torej baza prostora R3.
Istemo take koeficiente «, B in 7, da bo y = ax1 + Bxo + vyrs. Potrebno je resiti nehomogen
sistem enacbh, katerega resitve so iskani koeficienti. Resitev bo natanko ena, saj se da vsak vektor
na natanko en nacin zapisati kot linearno kombinacijo baznih vektorjev. Reduciramo in dobimo

11 1|6 (11 1|6
1 12/9 |~]01 28
12 3|14 00 13

Sistem ima resitev a = 1, § = 2 in v = 3, kar pomeni y = x1 + 222 + 3x3.

1 1 1
. Pokazite, da vektorjii x1 = | 2 |, zg = | =1 | in x3 = | —1 | tvorijo bazo vektorskega
1 2 | -1
3
prostora R3. Razvijte vektor y = | 0 | po tej bazi.
2
Ker je
1 1 1
detA=|2 -1 —-1|=9#0,
1 2 -1

so vektorji linearno neodvisni, torej baza prostora R®. Reduciramo in dobimo

1 1 113 1 1 113 11 13
2 -1 -1{0|~]0 =3 3|6 |~|[01 1|2
1 2 —-1|2 0 1 -2|-1 0 0 1|1

Sistem ima resitev a =1, § =1 in v = 1, kar pomeni y = x1 + x5 + x3.

3 11 3
. Dolocite sliko vektorjax = | 0 | zlinearno preslikavo, ki je podana z matriko A= [ 1 2 1
2 1 3 2

Sliko vektorja dobimo kot produkt matrike, ki pripada linearni preslikavi, z vektorjem

11 3 3 9]
y=Axr=1|1 2 1 |-10]| =165
1 3 2 2 7
[ 1 2 4
. Linearna preslikava preslika standardne bazne vektorje v vektorje 4 |, ] =3 | in 3
! 1 -2
1
V kateri vektor se preslika vektor x = | —1 |7
2
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Sestavimo matriko A, ki pripada linearni preslikavi. To je matrika, ki ima za stolpce slike baznih

vektorjev
1 2 4
A=| 4 -3 3
-1 1 =2
Preslikan vektor je
1 2 4 1 7
y=Ax = 4 -3 3 -1 (=1 13
-1 1 =2 2 —6
2
. Dan je vektor @ = 5 |. Preslikava T preslika vektor ¢ v vektor @ x ¥. Dokazite, da je
-1
preslikava T linearna in poiS¢ite njeno matriko v standardni bazi. Kam se s to preslikavo slika
3 1
vektor | —1 |7 Kateri vektor se slika v vektor | 1 |?
2 7

Najprej pokazimo po definiciji, da je T linearna preslikava

T(ab+Bi) = @x (ab+Bi) =a x (ab) + @ x (B)
= a(@x7) + B(@ x @) = oT(7) + BT(7).

Matriko T, ki pripada linearni preslikavi, dobimo tako, da preslikamo standardne bazne vektorje

T 7k [0
TE) = axée =2 5 —-1|=|-11,
10 0 | -5
T 7k (1
T(@) = dxé=2 5 —1|=]0],
01 0 |2
T 7k [ 5
T(@) = dxé=|2 5 —1|=| —2
00 1 0

Matrika T' je sestavljena iz stolpcev slik standardnih baznih vektorjev

0 1 5
T=] -1 0 -2
-5 2 0 |
3 9 [ 1
Vektor | —1 | se preslika v vektor —7 |, vektor | 1 | pa je slika neskonéno vektorjev
2 —17 I
—-1-2t
oblike 1—5t
t
y+z
9. (&) Dokazite, da je preslikava T = | x4z | linearna. Pois¢ite matriko te linearne
y+x

preslikave ter sliko vektorja x =

W N = —
"—'N@H
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10.

Najprej pokazimo po definiciji, da je T linearna preslikava

T 2 a(y1 + z1) + B(y2 + 22) T 2
Tla|lwy | +6] v = | a(wy+21)+ P2+ 22) | =T Y1 + 8T Yo
21 22 a(yr + z1) + By + x2) Z1 22

Stolpci matrike T so slike standardnih baznih vektorjev

1 0 0 1 0 1 01 1
T 0 =1, T 1 =(0{, T 0 =11 =T=|1 01
0 1 0 1 1 1 1 0
Preslikan vektor je
01 1 1 9
y=Tz=|1 0 1 2 =14
110 3 |3
[ 1] -1 —1
(&) Poiscite matriko linearne preslikave, ki preslika vektorje [ 1 |, 3 in 4 v vek-
2 3
7 5 1
torje | 2 |, | 3 | in | 3
1 4 0

Istemo reSitev matricne enacbe X A = B, kjer sta matriki A in B dobljeni iz danih vektorjev

1 -1 -1 75 1
A=|1 3 4|, B=|2 3 3
3 2 3 1 40

7 redukcijo razsirjene matrike iz A7 in BT dobimo na desni X7

1 1 3[7 21 11 3[7 21

-1 32534 ~ [045[125 5|~

-1 4 3|1 3 0 (05 68 5 1
40 716 3 -1 (4 0 0]—180 —32 —148
04 512 5 5 ~ |0 4 0[—128 —20 —100 | ~
00 —1[-28 —5 —21 | 00 1| 28 5 21
10 0|-45 —8 —37] —45 —32 28
01 0[-32 —5 —25 -~ X=| -8 -5 5
0012 5 21 | 37 —25 21

36



LASTNE VREDNOSTI IN LASTNI VEKTORJI

Lastne vrednosti matrike A so nicle karakteristi¢nega polinoma matrike A
det (A — AI) =0.

Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti A, je nenicelni vektor = # 0, da velja Ax = Az.

Lastni vektorji so netrivialne resitve homogenega sistema (A — A\l )z = 0.

1. Poiscite lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A = [ ; g ] .

Lastne vrednosti matrike A so resitve enacbe

1—-A 4

det(A—)\I)—' 5 3.\

‘_)\2—4)\—5—(/\—5)(/\+1)—0.

Dobimo dve razliéni lastni vrednosti Ay = 5 in Ay = —1. Izra¢unamo Se pripadajoca lastna
vektorja tako, da resimo homogen sistem linearnih enacb

1) )\1:52
-4 4 -1 1 1
PV A I A R
i) dg=—1
2 4 1 2 2
A—AQI_A+[_|:24]N|:OO] = .%‘2—[_1:|.
1 0 -1
2. Poiscite lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A= | 1 2 1
2 2
Ker je
1—A 0 -1
det (A—\I) = 1 2—A 1 =1-=-XN2-XN)B=X) =0,

2 2 3—-A

dobimo lastne vrednosti A1 = 1, Ao = 2 in A3 = 3. Pripadajoci lastni vektorji so

1) )\1 =1:
0 0 -1 00 -1 1
A-T=111 1 |~]11 o0 ) |
2 2 2 00 O 0
i) dg=2
-1 0 -1 1 0 1 —2
A—-2]= 1 0 1 ~ 10 0 = To = 1
2 2 1 0 2 -1
iii) A3 = 3:

3. Izracunajte lastne vrednosti in tisti lastni vektor, ki pripada po absolutni vrednosti najvecji
lastni vrednosti, matrike

1 -3 3
A=13 -5 3
6 —6 4
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Ker je
1—A -3 3

det(A-=X)=| 3 —5-X 3 |=(4l-N2+N?*=0,
6 —6 4— )\
dobimo lastne vrednosti Ay = 4 in Ap3 = —2. Absolutno najvecja je prva lastna vrednost
(A1 =4) in k njej izracunajmo pripadajoci lastni vektor
-3 -3 3 1 1 -1 1 1 -1 1
A—4I=] 3 -9 3| ~|0 —-12 6 [~ 0 -2 1 = x1=|1
6 —6 0 0 —-12 6 0 0 0 2
1 -1 -1
. Poiscite lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A= 1 —1 0
1 0 -1
Ker je
1—-A -1 -1
det(A—X)=| 1 —1-X 0 =—(1+N1+X)=0
1 0 o i\
dobimo lastne vrednosti Ay = —1, Ao =i in A3 = —i. Pripadajoci lastni vektorji so
1) )\1 =—1:
2 -1 -1 011 0
A+I=1|1 0 0 ~11 00 = T = 1
1 0 0 000 -1
i) Ao =1
[ 1—1 =1 -1 7 1 —1—i 0 B
A—il = 1 —1-i 0 ~ 10 1 -1 = 1x9= 1
|1 0 —1-1 | | 0 0 0 | | 1]
i) Az = —i
[ 141 -1 -1 (1 —1+i 0 ] [ 1—1 ]
A+il = 1 —-1+4+1 0 ~ 10 1 -1 = 1x3= 1
! 0 —1+1 | | 0 0 0 | | 1]
2 1 -3
5. Dolocite parameter k tako, da bo 0 lastna vrednost matrike A= | 0 3 &k
0 4 -1
Ker je
2— A 1 -3
det(A-X)=| 0 3-X k = - M4 -4k + DA -6-8k=0
0 4 —-1-A
je 0 lastna vrednost, ko je karakteristi¢ni polinom deljiv z A, torej ko je —6 — 8k = 0. Zato je
3
1 1 -1 «
. Dolocite parametra « in 3 tako, da bo z = 1 lastni vektor matrike A= | « 0 1
-1 1 -2

Iz matri¢ne enacbe Ax = Az, kjer je A pripadajoca lastna vrednost, dobimo sistem enacb —a = A,

a—1=Xin —1 — (8 = —A\, ki ima reSitev a = %, 8= —% in A = —%. Lastni vektor x pripada
1

lastni vrednosti A = -5
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POTENCNA IN TAYLORJEVA VRSTA

Potenéna vrsta je funkcijska vrsta oblike Z an(z —a)".
n=0
Konvergenéni polmer R potencne vrste je

B 1
limy, 00 ¥/ |an] ‘

Potené¢na vrsta je enakomerno in absolutno konvergentna, ¢e je |x — a| < R, in divergentna, Ce je
|z —al > R. Ce je |z —a| = R, konvergenco preverimo kot konvergenco stevilske vrste.

R = lim an

n—oo

An+1

Razvo]j funkcije f v Taylorjevo vrsto okrog tocke a:

"(q > r(n)(g
@)= @)+ S @0+ H e a2 S oy

Razvoji elementarnih funkcij okrog tocke a = 0:

) 2 $3 x4 e "
i) e —1+x+?+€+ﬂ+ =D i Jal <co.
n=0
3 5 7 2n+1
.. x T
s = ; < .
i) 6 T120 5040 — nz “anyop e
2 4 & 2n
x x
N R A ‘ .
iii) cosz 5t 1 720 Z 7 e < oo
n=0
2 3 4 e n
x x x X
iv) In (1 —r— 4+t =) (1)l 1.
iv) In(142) =z -+~ ;( ) al <

v) Binomska formula:

(1+x)a—i(2)x"% ol <1 (Z) _ a.(oz—l).?.l.!(oz—nJrl).

n=0

vi) Geometrijska vrsta:

1 2, .3, 4 .
1_x:1+x+a: +z° 4+ —1—-'-:2_:1', |z| < 1.

1. Dolo¢ite obmocje konvergence naslednjih poten¢énih vrst.

2) Znill
n=0

. . Yy 1 . ..
To je potencna vrsta z a = 0 in a, = ;7. lzracunamo konvergencni polmer
. )
R = lim = lim =
n—00 | Ap41 n—oo n + 4

Vrsta zagotovo konvergira na odprtem intervalu (—=1,1). Preverimo ée konvergenco v

ta vrsta konvergu"a. Za x = 1 dobimo harmonlcno vrsto, ki je divergentna. OmeCJe
konvergence je interval [—1,1).
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. « . ! o “ .
To je potencna vrsta z a = 0 in a, = £;. Izracunamo konvergen¢ni polmer

. L ) 5
R_JLHQOS”-(nJrl)! _T}Ln;on+1 =0
Ker je konvergenc¢ni polmer enak 0, lahko vrsta konvergira samo v tocki x = 0, kar pa, saj

dobimo vrsto iz samih ni¢el. Obmocje konvergence je {0}.
[e.e]

. ~ . n ~ ~ .
To je potencna vrsta z a =0 in a, = % Izra¢unamo konvergenéni polmer

n. |
R tim oDt ntl

n—oo 3ntl.pl n—00

= Q.

Ker je konvergenéni polmer enak oo, vrsta konvergira na celi mnozici realnih stevil R.
© 2

y ;L—n(x 1)

n=0
. . . n2 y .
To je potencna vrsta z a = 1 in a, = 5. Izracunamo konvergencni polmer

) n2 . 2n+1 ' 2n2
R=Ilim ——=1lm ——— =
n—>002”~(n—|—1)2 n—oon? 4+ 2n+1

Vrsta zagotovo konvergira na odprtem intervalu (—1,3). Preverimo $e konvergenco v
krajis¢ih. Za x = —1 dobimo alternirajoco vrsto, katere koeficienti pa ne padajo proti
0, torej ta vrsta divergira. Za x = 3 dobimo vsoto kvadratov naravnih Stevil, ki je diver-

gentna. Obmocje konvergence je interval (—1,3).

Z (_1)71 (SL‘ _ 3)”

n=0

To je potencna vrsta z a = 3 in ap, = %

) (=)™ (n+2) . n+2
= 1 = =
= T D | = i

. Izracunamo konvergenéni polmer

Vrsta zagotovo konvergira na odprtem intervalu (2,4). Preverimo konvergenco v krajiscih.
Za r = 2 dobimo harmonic¢no vrsto, ki je divergentna. Za x = 4 dobimo alternirajoco vrsto,

katere koeficienti padajo proti 0, torej ta vrsta konvergira. Obmocje konvergence je interval
(2, 4].

Z 23:—1—1"

o’ V2n —1
To je potencna vrsta z a = —% in a, = \/% Izra¢unamo konvergenc¢ni polmer
2n . \/2n +1 ] 1
R = lim —.
n—oo | y/2n — 1 - 2nt1 T2

Vrsta zagotovo konvergira na odprtem intervalu (—1,0). Preverimo ée konvergenco v

ta vrsta konverglra. Za x = 0 dobimo vrsto tlpa S ki je divergentna. Obmoqe

n=1 f’
konvergence je interval [—1,0).
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2. Razvijte naslednje funkcije v Taylorjevo vrsto okrog a = 0 in dolo¢ite obmocje konvergence.

a) fz) =e7

Uporabimo formulo za razvoj eksponentne funkcije in dobimo

f(z) = Z (_if)n = Z(—l)"%x"

Obmocje konvergence je |z| < oc.

b) f(x) = z2e™ "

Uporabimo formulo za razvoj eksponentne funkcije in dobimo

2n+2
nd

Obmocje konvergence je |z| < oc.

c) flz) =

Uporabimo formulo za razvoj funkcije sinus in dobimo

sin 2x

X

Obmocje konvergence je |z| < oo.

3. Razvijte funkcijo f(z) = v Taylorjevo vrsto okrog a = 0 in doloc¢ite obmocje konvergence.

1
22 —52+6

Racionalno funkcijo razbijemo na parcialne ulomke

1 A N B  (A+B)x—-2A-3B
22 —-bx+6 x—-3 -2 22 —5x+6
Sledi, da je A =1 in B = —1. Izraz preoblikujemo in uporabimo geometrijsko vrsto
1 1 1 1 1 1 1 1
f(SC) = - = - =5 z a9 T
xr—3 x—-2 2-x2 3-x 2 1-35 3 1-3
1 N\t 1 x T = 1 1 "
- 323 3G = (g s
n=0 n= n=0

Obmocje konvergence je |z| < 2.

4. Razvijte funkcijo f(x) = =5 v Taylorjevo vrsto okrog a = 2 in dolo¢ite obmocje konvergence.

Najprej napravimo substitucijo y = = — 2, oz. z = y + 2, da dobimo funkcijo g(y) = e

Yty
jo razvijemo okrog tocke 0. Razbitje na parcialne ulomke
y+2 A B (A+B)y+3A+B
yY+4y+3  y+1 y+3 P44y +3

da koeficienta A = % in B= % Izraz preoblikujemo in uporabimo geometrijsko vrsto

(i) =3 (= s =)

= I e n e S DG L I
(Z(‘y) +3°2(73) )ZZ( R

n=0 n=0 n=0

gy) =

1
2
1
2
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Nato uporabimo obratno substitucijo in dobimo

X q\n/qn+1
@) = Y S e

n=0

Obmocje konvergence je |z — 2| < 1.

. Razvijte funkcijo f(x) = m v Taylorjevo vrsto okrog a = 1 in doloc¢ite obmocje konvergence.
Najprej napravimo substitucijo y = z — 1, oz. = y + 1, da dobimo funkcijo g(y) = yQiTZlJFG, ki
jo razvijemo okrog tocke 0. Razbitje na parcialne ulomke

y+1 A B (A+B)y+3A+2B
y¥+5y+6 y+2 y+3 v +4ay+3
da koeficienta A = —1 in B = 2. Izraz preoblikujemo in uporabimo geometrijsko vrsto

1+2 2 1 1 1
Cy+2 y+3 31()21—()

- g i( ) ( )n_i( <3n+1_2n1+1>yn'

n=0

gy) =

Nato uporabimo obratno substitucijo in dobimo

@) = 20" (s g ) - D"

n=0

Obmocje konvergence je |z — 1| < 2.

. Razvijte funkcijo f(z) =
gence.

v Taylorjevo vrsto okrog a = 0 in dolo¢ite obmocje konver-

12
Funkcijo preoblikujemo in uporabimo binomsko formulo

Fx) =22 (142272 =22 Z <_> i (‘f)ﬁm;

Obmogje konvergence je |z| < 1.

. Razvijte funkciji f(x) = \/11_7 in g(z) = arcsinx v Taylorjevo vrsto okrog a = 0.

Funkcijo f najprej razvijmo podobno kot v prejsnji nalogi
T -1
o) = (=at) b= ()
n
n=0

Nato opazimo, da velja ¢'(z) = f(z). Zato dobimo Taylorjev razvoj za funkcijo g tako, da

¢lenoma integriramo Taylorjev razvoj za funkcijo f: g(z) = [ f(z)dz + C
S _% 2 - —% 2 = —% gt
— —1 n n = —1 n " = -1 " .
o(2) /; r(52)en ) as S ><n>/x w3 ")

Izkaze se, da je konstanta C' = 0, ker je g(0) = 0.
. (&) Razvijte funkcijo f(z) = In(z + V1 + 22) v Taylorjevo vrsto okrog a = 0.

Uporabimo metodo iz prejsnjega primera in najprej razvijemo v Taylorjevo vrsto odvod

by 1 ' 27 1 27%_“’ —;>2n
re) = A= <”2m)‘m‘“”) ‘§<n o
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10.

11.

12.

13.

Nato odvod ¢lenoma integriramo. Ker je f(0) = 0, je konstanta C' = 0

0= [ (S (D)= - S

Razvijte funkcijo f(z) = x% v Taylorjevo vrsto okrog a = 1 in dolo¢ite obmocje konvergence.

To funkcijo razvijemo po definiciji. Izra¢unamo prvih nekaj odvodov: f(z) = 273, f'(z) =
—3z74, f"(x) =3-427>, f"(x) = —3-4-5275, ..., Sledi izraz za n-ti odvod

£ () = (_1)71(72"’2'2)!:3—(%3)_

Ker je f™(1) = (—1)”@, je Taylorjeva vrsta za dano funkcijo
2 (=D)™(n +2)! n s (D)4 1) (n+2 "

2n! 2

flz) =

Obmocje konvergence je |z — 1] < 1.

7 uporabo razvoja v Taylorjevo vrsto izracunajte naslednje limite.

a)

. 2 3 3
lmln(l—kx)—?sm(%) — lim x—%+%2|:-~—:c—i—92”—4:|:---
e—0 1421 — e v=01 4220 — 1 — 22 — 222 — 4%
2 33 1 3
- 1 _%+%i — i _§+§xi 1
= lim SR = lim i
— 2x 3 z—0 —2 3 4

Namesto logaritemske, sinusne in eksponentne funkcije napisemo nekaj ¢lenov razvoja v
Taylorjevo vrsto.

b)
et 1B+ 1 1424
lim ——————— = lim T3 = lim — =1
a—0z?In(l+xz) 2—0 -+ T =01 — L4 2.

7 uporabo razvoja v Taylorjevo vrsto do vkljuéno pete potence izra¢unajte priblizno vrednost
. 2ginx
integrala / dz.

0 X

Sinusno funkcijo razvijemo v Taylorjevo vrsto in dobimo

2sinx 21’—%4—% 2 2 4 3 5\ |2
/O dx:/o dx:/o (1-%+85)do= (2 -5 +5) |~ 1.6080.

x x
Z uporabo razvoja v Taylorjevo vrsto izra¢unajte priblizni vrednosti za v/19 in +v/29.
Uporabimo binomsko formulo
1
V19 = Y16+3=2(1+2) :2(1+1'%—3%-(f’—6)2+%.(f’—6)3) ~ 2.088,
3 : 213 1.2 1. (22, 5 (233
29 = 327+2:3(1+77)3:3<1+§'ﬁ_§'(ﬁ)+8T‘(27)

Izracunajte stevilo m na 4 decimalke natancno, ce veste, da velja zveza § = arcsin %

o0 1\ ,.2n41
. . —5\ 7 . . . .
Taylorjeva vrsta za arcsinx = g (=)™ 2 . Vzamemo prvih 5 ¢lenov vrste in dobimo
o n /2n+1
~ 1 3 5 35
f@)ma+ ga® + 525 + g2’ + 5252

—a(l 1 3 5 35\ ~ 31415
w6 (2 18 T 1280 T 14336 589824) ~ 3.1415.
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FOURIEROVA VRSTA

Razvoj periodi¢ne funkcije f v Fourierovo vrsto na danem intervalu:

Interval [—, 7]: Interval [—a, a):
o0
fl) = ag+ Z an cos nx + by, sinnx) flz) = ao+ Z an €os "L 4 by, sin 12 )
ap = / flx ag = / flx
an, = — f( ) cos nz dz an, = f( ) cos “7E d
T a
1 : 1 i nT
b, = =] f(ac) sin nx dx by = el f(az) sin 7% d
Kosinusna Fourierova vrsta na [—,7]: Sinusna Fourierova vrsta na [—m, 7]:

o0
fl®) = ao+ Zancosnx

n=1
ap = 71T/o f(z)dx

2 ™
an = / f(x) cosnx dz
T Jo

f(x) = ibnsinmv
n=1

(=
3
I

2 s
— / f(z)sinnx dx
T Jo

1. Razvijte funkcijo f(z) = 22 v Fourierovo vrsto na intervalu [—, 7].

m_1 (Y _ &
= 2t \3 ' 3) 3

Najprej izracunamo koeficient ag

[, 1 a3
= — d = —
a0 27r/7rx YT 93

Nato izracunamo koeficiente a,,

1T, R 2 [T
an = — x“cosnrxdr = — —smnac‘ —— rsinnz dzx
T J_r o TonJ_,
~—_—
=0
2 x 1 T
= —— ——cosnx‘ — cosnx dx
nmw n n o
2 1 . 4(—-1)"
= = | 7(=D)"+7(=1)"— —Slr1mc|7_r7T = ( 2)
n4m n . , n
=0
Dvakrat integriramo per partes. Prvié: w = 22, dv = cosnadz, du = 2zdz, v = + = sinna.
Drugi¢: v =2, dv =sinnzdz, du =dz, v = —% cosnzx. Nazadnje izracunamo koeﬁ(nente bn
[, 1| 22 2 [T
b, = -— 22sinnzdr = = ——cosnﬂcrr +— rcosnxdr
T J_x T n T onJ_,
——
=0
2 T . T 1 & . 2 ™
= — —smm:‘_w—— sinnrdx | = Tcosnx!_ﬂzo.
nw | n nJ_, nIT ,
=0 =0
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Dvakrat integriramo per partes. Prvié: uw = 22, dv = sinnadz, du = 2zdz, v = —%cos n.

Drugi¢: v =z, dv = cosnzxdx, du =dzx, v = %sin nx. Fourierova vrsta je

o0

2
4
f(z) = % + (—1)”$ cosnx.
n=1
2. Razvijte funkcijo
rz ;0<x<m,
f(x)—{ 0 ;-7 <x2<0,

v Fourierovo vrsto na intervalu [—, 7.

Najprej izracunamo koeficient ag

1 /7 d 1 227«
ag = — rder=——| = —.
" 21 J, 27 2 1o~ 4
Nato koeficiente a,, (per partes: u =z, dv = cosnax dz, du = dz, v = %sin n)
1 (7 1| x . = 1 (™. 1 » (=) =1
ap = — rcosnrdr = — —smna:‘o —— sinnz dz :Tcosm:‘o =-—"
m™Jo T mn nJo nem nem
—_——
=0
Nazadnje koeficiente b,, (per partes: v = z, dv = sinnz dz, du = dz, v = —% cos nx)
1 /7 1 T 1 (7
b, = / rsinnrdr = — <—cosn:v‘g+/ cosn:rdx)
™ Jo 7T n nJo
1 m 1. - (—1)n+t
= — ffcosnw+—2$1nmv’0 = — .
T n nf — —2 n
=0

Fourierova vrsta je
o0
—1" -1 -1 n+1
flx) = % + Z <(n)27r cosnz + (T)Lsinnx> :
n=1
3. Razvijte funkcijo f, ki je podana s spodnjim grafom, v Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7].

T~

b
e 3 3 T

Slika 1: Graf funkcije f(z)

Ker je funkcija f soda, so koeficienti b,, = 0. Funkcijski predpis na intervalu [0, 7] je

1 0<z<?Z
f(:E)— _7i 3 T < <37
2ﬂm+2, 3 Sz <

1 [" 2
Koeficient ag = / flz)dz = .
™ Jo 3

Koeficienti

Jus

an, = i/oﬂf(x)cos(nx)dx:i</o3
3

nm n
= o (cos g —(1).

cos (nz) dzx +/§ <—2?;x + 3) cos (nx) da:)
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Pri ra¢unanju drugega integrala uporabimo formulo per partes za u = —%x + % in dv =

cos (nz) dz, torej je du = —2= dz in v = L sin (nz). Fourierova vrsta je
2 — 3
f(z) = 3 + nz::l - (cos % — (—1)") COS NT.

. Razvijte funkcijo
0 ;—a<z<—1,
0 ;1<x<a,

v Fourierovo vrsto na intervalu [—a, al.

Nalogo lahko resimo na dva nac¢ina. Ena moznost je, da uporabimo formule za Fourierovo vrsto
na intervalu [—a, a], druga moznost (po tej bomo resevali), pa je s substitucijo ¢ = %%, ki funkcijo
f prevede na interval [—m, ], kjer nato uporabimo osnovne formule. Iz izbrane substitucije sledi
T = %t To vstavimo namesto spremenljivke x v funkcijski predpis za f in dobimo

0 ;—m<t< -7,
g(t): 1 a_§§t<§7
0 ;2 <t<m.

a 1% 1 27
ap = — 1dt = —t|* =—. 2= ==Z
07 on _z 2r l-= 2w a a
Nato se koeficienti a,,
1 (@ IR 2 . nm
ap = — cosntdt = — sinnt = —ssin —.
m)_= nmw - nr a
Fourierova vrsta za funkcijo g je
1 2 nm
t) == = sin — cosnt.
g(t) a+zn7rsm - cosn
n=1
Fourierova vrsta za funkcijo f po obratni substituciji pa
1 =2 . nx nwx
xr)=—+ — S1In — COoS ——.
f(@) a nz_:l nw a a

. (%) Razvijte funkcijo f(z) = z, ki je dana na intervalu [0, 7] v sinusno in kosinusno Fourierovo
vrsto.

Funkcijo f najprej liho nadaljujemo na interval [—7, 0], da dobimo liho funkcijo na intervalu
[—7, 7]. To razvijemo v sinusno Fourierovo vrsto z danimi formulami (samo by,)

™
. 2 T
b, = — zsinnrdr = — | —— cosnx
0

™ 1 (7 2
+ / cosnzdz | = =(-1)"L,
T T n 0

0o n n
=0
Pri racunanju integrala uporabimo formulo per partes za v = x in dv = sinnzdx, torej je
du =dx inv = —% cos nx. Sinusna Fourierova vrsta je
oo

flx) = Z(—l)"Jrl% sinnz.

n=1
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Funkcijo f nato sodo nadaljujemo na interval [—m,0], da dobimo sodo funkcijo na intervalu
[—7, m]. To razvijemo v kosinusno Fourierovo vrsto z danimi formulami (samo ag in ay,)

1/7r d 1?27 7
ag = — rdr=——| = —,
0 T Jo m™2lo 2
2 [T T 1 (7
a, = / zcosnrdr = — | —sinnx —/ sin nx dx
™ Jo T n 0 nJo
=0
2 ™ 2 0 in =2k
= _— = — —ln—l = ’
7127Tcosnaco n27r(( ) ) { _% in=2k—1

Pri racunanju integrala uporabimo formulo per partes za v = x in dv = cosnzdz, torej je
du =dx inv = %sin nx. Kosinusna Fourierova vrsta je

™

f(z) = 3 Z 7r(2k4—1)2 cos (2k — 1)x.
k=1

6. (&%) Razvijte funkcijo f(x) = sinx na intervalu [0, 7] v kosinusno Fourierovo vrsto.

Funkcijo najprej sodo razsirimo na interval [—m, 0], da dobimo sodo funkcijo, ki jo razvijemo v
kosinusno Fourierovo vrsto. Koeficienti so
1

™
ag = sinxdr = ——cosz
0 e

T 2

o 7

™ 1 s
/ sinx cosnzdr = — / (sin(n+ 1)z +sin (1 —n)z) dz
0 T Jo

1 us
(—n+1cos(n+1)a: 0)

<(_1)n+2+1+(_1)2—n+1> :{ ﬁ ,n:2/€

an =

™

o 1—n

cos (1l —n)x

A= A= J o 3=

n+1 1—-n 0 in=2k—1

Upostevamo formulo sin o cos 8 = 5 (sin (a + 3) + sin (o — 3)). Kosinusna Fourierova vrsta je
[e.e]

2 4
f(z) = p + kzl mcos (2kz).

7. (&) Razvijte funkcijo f(z) = x — 15 na intervalu [10,20] v sinusno Fourierovo vrsto.

Napravimo substitucijo ¢ = x—15, ki interval [10, 20] preslika na interval [—5, 5]. Ker je x = t+15,
dobimo novo funkcijo g(t) = ¢, ki je liha funkcija na novem intervalu in jo razvijemo v sinusno
Fourierovo vrsto s formulami za interval [—a, a]. Koeficienti so

2 [ t 2 5t t5 5 [ t 10
bn:/ tsin Q= = | =2 gos 10 +/ cos Lo dt | = ——(~1)"H,
0 T 0 9 nmw

=0

5

nm

V prvem koraku smo integrirali per partes: u = t, du = dt in dv = sin "T’Tt dt, v = —

Vrsta za funkcijo g je

nmt
COS 5 -

Sinusna Fourierova vrsta po obratni substituciji pa

@) = ;(—1)“1;2 sin ””("”5_ 15)
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FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK

Nivojske krivulje funkcije f : R? — R, ki je podana s predpisom z = f(z,y), so krivulje f(z,y) = C v
definicijskem obmo¢ju funkcije f na katerih zavzame f konstantno vrednost C.

Parcialni odvod funkcije f : R™ — R po spremenljivki x; je

— f. = lim flxe, ...,z +hyoooymy) — flor, .o iy oo, X)
= :Bi—h .

o0x; -0 h

Totalni diferencial funkcije f je

_of of

Funkcija f : R” — R ima n prvih in n? drugih parcialnih odvodov. Ce drugi mesani odvodi obstajajo
in so zvezni, velja fr,z; = fu;z;-

Ekstremi funkcij ve¢ spremenljivk:

Naj bo f = f(z,y) funkcija dveh spremenljivk. Tocka (a,b) je kriticna ali stacionarna tocka funkcije
f, Ce sta oba prva parcialna odvoda v tej tocki enaka 0

0 ]
@b =0, G@v =0
Kriti¢ne tocke klasificiramo tako, da izrac¢unamo druge parcialne odvode v vsaki posamezni tocki
92 9?2 9?2
A=%Lb), B=gf(ab), C=%k(ab), A=AC-B

1. Ceje A > 0, potem je v tocki (a,b) ekstrem.

a) Ce je A > 0, potem je v tej tocki minimum.

b) Ceje A <0, potem je v tej tocki maksimum.
2. Ce je A <0, potem je v tocki (a,b) sedlo.
3. Ce je A =0, potem na podlagi drugih odvodov ne moremo klasificirati tocke (a, b).

Klasifikacijo lahko napravimo tudi s Hessejevo matriko funkcije f, kjer je A = det(H f(a,b))

rr  2f
Hf _ [ Oz? dyox ] )

0% f 0% f
oxdy  Oy?

Vezani ekstremi:

Dana je funkcija f(z,y), ki je definirana na obmoé¢ju D. Rob obmocja je dolocen s krivuljo ¢(z,y) = 0.
Ekstremi funkcije f(z,y) na krivulji ¢(x,y) = 0 nastopajo v stacionarnih tockah Lagrangeove funkcije

F(z,y,A) = f(z,y) + Ap(z, y).
1. PoiScite in narisite definicijska obmocja naslednjih funkcij.

a) flz.y) = ;5=

Funkcija ni definirana tam, kjer je argument pod korenom manjsi od 0, ter tam, kjer delimo
z 0. Torej mora biti y — 22 > 0 in y — 22 # 0. Ta dva pogoja nam skupaj dasta pogoj
y — 2 >0, oz. y > x2. To je ravno obmoéje nad parabolo y = x2. Definicijsko obmodcje je
mnozica Dy = {(z,y) € R%y > 2?}.
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b) f(z,y) =VI-2?+ >~ 1

Funkcija je definirana tam, kjer je 1 — x
je =1 < z < 1, reSitev druge pa y < —1 ali y > 1.

2

Dy={(z,y) eR% 1<z <1IA(y=1vy< -1}

c) f(z,y)

Funkcija je definirana tam, kjer ne delimo z 0, torej, ko je zy # 0. To je res za x # 0 in
y # 0. To pomeni, da koordinatni osi nista v definicijskem obmo¢ju. Drugi pogoj, da je
funkcija definirana je, da je logaritmand strogo pozitiven 1 — |z| — |y| > 0. Neenacbo z

_ I (i—fal-ly)

Ty

absolutnimi vrednostmi resimo na vsakem kvadrantu posebej

Grafi¢no je rezultat kvadrat z oglisci (0, 1), (—1,0), (0,—1) in (1,0), brez stranic in diagonal.

z>0,y>0
x<0,y>0
x<0,y<0
x>0,y<0

> 0 in y2 — 1 > 0. Resitev prve neenacbe
Definicijsko obmocje je mnozica

l-z2-y>0 = y<—a+1,
l1+4z—-y>0 = y<z+1,
l1+z+y>0 = y>—a—-1,
l-z+y>0 = y>z—1.

Definicijsko obmoéje je mnozica Dy = {(z,y) € R% 1 — |z| — |y| > 0 A zy # 0}.

d) f(z,y) =9 —22—y2+1In(z+vy).

Funkcija je definirana tam, kjer je 9 — 22 —y? > 0 in = +y > 0. Prva neenacba 2% + 3% <9
predstavlja krog s sredis¢em v izhodis¢u in radijem 3, druga neenacba y > —z pa polravnino
nad premico y = —z. Definicijsko obmoéje je Dy = {(z,y) € R 22 +y*> <9Ay > —a}.

3

10r
05

oof

-05F

—10F

~15f,

-1 0 1 2
_ _xy—>
a) f(xa y) - QW
145?‘”“””‘ T
P
// \\
y. :
P D
//
-15 7‘1.0 71‘).5 0.0 0‘.5 1‘,0 1‘;
In (1—|z|—
e
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2. Poiscite definicijsko obmodje funkcije f(z,y, 2) = /25 — 22 — y2 — 22

Funkcija je definirana, ko je 25 — 22 — 4% — 22 > 0, torej ko je z2 4+ 3% + 22 < 25, to pa je ravno
krogla z radijem 5. Definicijsko obmogje je mnozica Dy = {(z,y, z) € R3;2? + y? + 2% < 25}.

3. Narisite nekaj nivojskih krivulj za dane funkcije.

a) f(ﬂf,y) = Ty.

Najprej izberemo ¢ = 0 in dobimo xy = 0, torej x = 0 ali y = 0. To sta ravno obe
koordinatni osi. Nato po vrsti izbiramo pozitivne ¢ = 1, 2, 3 in dobimo za nivojnice hiperbole

Yy = %, Yy = % iny= % Nazadnje pa po vrsti izbiramo negativne ¢ = —1, —2, —3 in dobimo
za nivojnice hiperbole y = —%, Y= —% iny= —%. Graf funkcije predstavlja obliko sedla.

b) f(z,y) = e V",

Najprej izberemo ¢ = 1 in dobimo ey’ = 1, torej 22 +y? = 0, kar je tocka (0,0). Nato pa
po vrsti izbiramo ¢ = e, e?,e” in dobimo enacbe 22 +y> =1, 22 +y> =4 in 2?2 + 4> =9, ki
predstavljajo enacbe koncentri¢nih kroznic. Graf funkcije predstavlja odprto osnosimetri¢no
posodo s precej strmim robom.

c) fla,y) =2~y

Najprej izberemo ¢ = 0 in dobimo 22 —y = 0, to je parabolo y = 2. Nato po vrsti izbiramo
c=1,2,—1,—2 in dobimo parabole y =22 — 1,y = 2> =2, y = 2> + 1 in y = 2® + 2, ki se
od prvotne parabole razlikujejo le za premik navzgor (¢ < 0) ali navzdol (¢ > 0).

0 o B
- 5 ; S 4 ; ; S
a) f(x,y) =y b) f(z,y) = e+’

c) fla,y) =2~y
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2,2
4. IzraCunajte limito  lim Tty .
(zy)—(1,1) 22y

Limito izra¢unamo s prevedbo karteziénih koordinat na polarne (x = rcos ¢ in y = rsin p)
22 4 42 B 2

m lim = lim —— = 1.
(zy)—(1,1) 2y (rp)—(v2,T) 2ricos psing -7 sin2p

5. Poiscite prve parcialne odvode in totalni diferencial naslednjih funkcij.
a) f(z,y) = (2° —y?)?

Parcialno odvajamo po eni spremenljivki tako, da obravnavamo ostale spremenljivke kot
konstante. Dobimo

fl 6.’1}2(.’E3 _y2)7

fy = —4y(l’3 - y2>?
df = 62%(x® —y?)de — dy(z® — y*)dy.

b) f(z,y) =e"In(zy)
fo = € (ln (zy) + %) ,

fy = ?7
df = ¢ (In(zy) + 1) de + S dy.
c) fz,y,2) =sin(a? +y* + 2°)
fe = 2xcos(z?+ 9%+ 2?),
fy = 2ycos(a® +y° +27%),
fr = 2zcos(z® 4y +27),
df = 2cos (2 +y*+ 22)(xdx + ydy + 2dz).

d) f(z,y,z) = arcsinZ — L In (2 + y?)

Jr = 4 — e
22— 22y2 ety

A T
Y 225242 z24y2)

— —XY

o= AR
_ Y _ x x _ Yy _ —TY
df = < (222 332+y2> dx + < a2, a:z-l—y?) dy Yy dz.

&) fla,y,z) = =

fo = 2%nzy, f, = z2%Ynzz, f, = zyz" L
df = z%Inzyde + 2% Inzady + zyz"Y dz.
6. Poiscite vse parcialne odvode prvega in drugega reda za naslednje funkcije.

a) f(z,y) =In(z* +y)

Izra¢unajmo prve in druge parcialne odvode

2z 1
fx-m» fy—m,
2y — 2 —2z —2z —1
fx:v:%a fmy:ﬁy fy:v:ﬁ7 fyy:ﬁ-
(z? +y) (2 +y) (2 +y) (22 +y)

Opazimo, da sta meSana odvoda enaka fry = fyz-
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b) f(z,y) =In(3z —y)

1 —1
3 Jy =
T —y 3 —y
-9 3 3 —1
Ge—p? By T g T g

fx:

f:ca: =

7. Poiscite tretji parcialni odvod fz,. za funkcijo f(z,y,z) = sin (zyz).

Funkcijo trikrat odvajamo, enkrat po x, enkrat po y in enkrat po z. Vrstni red po katerem
odvajamo ni pomemben. Dobimo odvode

fo = yzcos(zyz),
fey = zcos(vyz) — xyz*sin (zy2),
feye = cos(xyz) — 3zyzsin (ryz) — x?y?2% cos (wyz).

8. Poiscite tretji parcialni odvod f,., za funkcijo f(z,y,z) = yln (2% + 2%).

Funkcijo trikrat odvajamo, enkrat po y in dvakrat po z. Vrstni red v katerem odvajamo ni
pomemben. Dobimo odvode

423 422(32% — 2%)

_ 2, .4 _ _
fy =In (2 + 2%), fyz—ma Jyzz = (2% + )2

9. Z uporabo diferenciala priblizno izracunajte vrednost naslednjih izrazov.

Uporabimo formulo

fla+h,b+ k)~ f(a,b) + fo(a,b)h + f,(a,b)k.

a) v2.043+2.982 -1

Izberemo f(a: y) Vad+y?2—1,a=2,b=3,h=0.04in k = —0.02. Izracunamo odvoda

\/m y \/ﬁﬁ Torej je f(a7 b) = f(233) = 4a fx(aa b) fm( ) 2 in
f ( b) = f4(2,3) = §. Dobimo

2 — 4.045.

V208 42982 —1=4+43. 4 3.2

100

Za primerjavo, to¢na vrednost je 4.04599.
b) sin 32° cos 59°

Izberemo f(x,y) = sinxcosy, a = §, b= 5, h = g5 in k = —45;. Izracunamo odvoda
fz = cosxzcosy in f, = —sinzsiny. Torej je f(a,b) = %, fa(a,b) = % in fy(a,b) = %.
Dobimo

mV3 _ 3myV3+180 _ () 979679,

sin 32° cos 59° = 1 4+ Z T 720 720

360
Za primerjavo, to¢na vrednost je 0.272929.

c) 1.03%0.972

Izberemo f(x,y) = 23y?, a = 1, b =1, h
1,

0.03 in £ = —0.03. Izracunamo odvoda
fz = 32%y% in f, = 223y. Torej je f(1,1) =1, fu

1,1) =31in fy(1,1) = 2. Dobimo
3 2 _ 3
1.03°0.97° =1+ 35 -3 — 135 - 2 = 1.03.

Za primerjavo, to¢na vrednost je 1.02815.
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10. Dokazite, da je dana funkcija harmoni¢na. Funkcija je harmoni¢na, ¢e je foz + fyy = 0.
a) f(z,y) = arctg!
Izracunamo prve in druge parcialne odvode (razen meSanega)

2xy x 2xy

-y
fz: fmm: (x2+y2)27 fy: 3?2+y2’ fyy:_(x2+y2)2'

2+ y?’
Od tod sledi, da je fiz + fyy = 0, zato je funkcija f harmonicna.
b) f(z,y) =e *cosy+e Ycosx

Izracunamo prve in druge parcialne odvode (razen meSanega)

foe=—eTcosy—e Ysinz, Jfoz =€ Fcosy —e Ycosua,

fy=—€e "siny —e Ycosuz, fyy = —€ “cosy+e Ycosuz.
Od tod sledi, da je fzz + fyy = 0, zato je funkcija f harmonicna.

11. Odvajajte funkcijo f(z,y) =sin 2, z(t) = t2 + 3, y(t) = t — 2, po parametru t.

y7
Uporabimo formulo za posredni odvod df = g£ ?jf + gi (jl?t’. Izracunamo odvode in dobimo
0 0 - d d
ai cosi, 85 = yf cos ¢, Gf = 2t in y = 1. Sledi

df t?—4t—-3 243
- = COS .
dt (t —2)2 t—2

12. Dolocite lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = e**(x + y? + 2y).
Najprej izracunamo oba prva parcialna odvoda
fo = (20 +2° +4y+1),
fy = 62$(2y +2).

Kriti¢ne tocke dobimo tam, kjer sta oba prva parcialna odvoda enaka 0. Dobimo sistem enach
e?(2z + 2y? + 4y + 1) = 0 in e?**(2y + 2) = 0. Iz druge enacbe takoj dobimo y = —1. To
vstavimo v prvo enatbo in dobimo z = %. Imamo eno kriti¢no tocko T'(3, —1). Izratunamo vse
druge parcialne odvode

foo =4 (@ +y" + 2y + 1), fay =4 (y+1),  fyy = 2%
in sestavimo Hessejevo matriko

He— | @ty +24+1) 4e*(y+1)
F= 4e?®(y + 1) 2% '

Za kriti¢no tocko T(% —1) preverimo pogoj

2¢ 0

42
0 % =4e” > 0.

detHf(%,—l) = ‘

V tej tocki je lokalni ekstrem. Ker je fm(%, —1) = 2e > 0, je to lokalni minimum.
13. Dolocite lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = 23 + v — 3xy.

Najprej izracunamo oba prva parcialna odvoda

fo = 3% =3y,
fy = 3y? — 3.
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14.

15.

Kriti¢ne tocke dobimo tam, kjer sta oba prva parcialna odvoda enaka 0. Dobimo sistem enach
322 =3y =01in 3y2 — 32 =0, oz. y = 2 in = y>. Prvo enacbo vstavimo v drugo in dobimo
r=2% oz. 2* —x = z(x — 1)(2®> +  + 1) = 0. Dobimo dve realni resitvi z; = 0 in z2 = 1, torej
y1 = 0 in yo = 1. Kriti¢éni tocki sta 77(0,0) in T5(1,1). Izraéunamo vse druge parcialne odvode
in sestavimo Hessejevo matriko

fro =62, foy=—3, fy=6y = Hf= [ o o ]

Za obe kriti¢ni tocki preverimo pogoj:

1) Tl(0,0)I
0 3
det Hy(0,0) = 30 =-9 <0.
V tej tocki je sedlo.
i) To(1,1):
6 -3
det Hy(1,1) = P =27>0.

V tej tocki je lokalni ekstrem. Ker je f,.(1,1) =6 > 0, je to lokalni minimum.
Dolo¢ite lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = e*(z + y?).

Najprej izra¢unamo oba prva parcialna odvoda f, = e*(z +y%+1) in fy = 2e”y. Kriticne tocke
dobimo tam, kjer sta oba prva parcialna odvoda enaka 0. Dobimo sistem ena¢b z+3%+1 =0 in
y = 0. Iz prve enacbe takoj dobimo x = —1, kar pomeni, da imamo eno kriti¢no tocko T(—1,0).
Izra¢unamo vse druge parcialne odvode in sestavimo Hessejevo matriko

e”(z +y%2+2) 2%y

facac = ex(CU + y2 + 2)7 facy = 2exy’ fyy = 2¢* = Hf - |: Qexy 2e”

Za kritiéno tocko T'(—1,0) preverimo pogoj

det Hy(—1,0) =

V tej tocki je lokalni ekstrem. Ker je fp.(—1,0) =e > 0, je to lokalni minimum.
Dolocite lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = x%y — %3 + % —y? =3y + 1.
Najprej izracunamo oba prva parcialna odvoda

fo = 2zy—a’

fy = 22 +y? -2y —3.

Kriti¢ne tocke dobimo tam, kjer sta oba prva parcialna odvoda enaka 0. Dobimo sistem enach
r(2y —x) = 0 in 22 +y? — 2y — 3 = 0. Glede na prvo enacbo lo¢imo dva podprimera. Pri prvem
(x = 0), dobimo iz druge ena¢be y? — 2y —3 = (y — 3)(y + 1) = 0, torej y; = 3 in yo = —1. Pri
drugem (z = 2y) pa dobimo iz druge enacbe 5y — 2y — 3 = (5y + 3)(y — 1) = 0, torej y; = 1,
xy = 2in yp = =2, 2y = —&. Krititne tocke so T1(0,3), T5(0,—1), T3(2,1) in Ty(—2,-2).
Izra¢unamo vse druge parcialne odvode
fxx:2y_2xa f:):y:2xa fyy:2y_2-
Klasifikacija kritiénih tock:
i) 71(0,3):
A= f12(0,3) =6>0,B = f,4(0,3) =0,C = f,,(0,3) =4,A = AC — B*=24>0.

V tej tocki je lokalni minimum.
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i1) T5(0, —1):
i) T2(0,~1) A=-2<0, B=0, C=—-4, A=AC—-B>=8>0.

V tej tocki je lokalni maksimum.

iii) 13(2,1):
i) T5(2,1) A=-2 B=4, C=0, A=AC-B>=16<0.

V tej tocki je sedlo.

i _6 3.
) Ta(=5,—5): A=8 B=-2 (¢c=-8 A=-AC-B*=-8B<0.

V tej tocki je sedlo.
16. Dolocite lokalne ekstreme funkcije f(z,y,2) = 222 + 9% + 2z — 2y — 22.

Najprej izracunamo vse tri prve parcialne odvode

ffE:4x_y—Za fy=2y—x, fZ:2_:E-

Kritiéne tocke dobimo tam, kjer so vsi prvi parcialni odvodi enaki 0. Dobimo sistem enach
de—y—2=0,2y —x=0in 2 — 2z =0, ki ima reSitev x =2, y = 1 in z = 7. Tako dobimo eno
kritiéno tocko T'(2,1,7). Izracunamo vse druge parcialne odvode

fl'a?:47 fyy:2, fzz:(), fmy:_1: fmz:_lv fyz:()

in sestavimo Hessejevo matriko

4 -1 -1
Hi=|-1 2 0
-1 0 0
Za kriti¢no tocko T'(2,1,7) preverimo pogoj
4 -1 -1
det Hi(2,1,7)=| -1 2 0 |=-2<0
-1 0 0

V tej tocki je sedlo.
17. Dolocite lokalne ekstreme implicitno podane funkcije 22 + % + 22 — 22 + 2y — 42 — 10 = 0.

Funkcijo z = z(z, y) najprej implicitno odvajamo po x in nato $e po y

1—
24222y — 2442, =0 = zx:—g,
y —
2+ 222y —2—42y=0 = Zy = .
z—2
Iz enacbe z; = 0 sledi x = 1, iz enacbe z, = 0 pa y = —1. To vstavimo v prvotno implicitno
enacbo in dobimo 22 —4z —12 = (2 — 6)(z +2) = 0, kar nam da dve vrednosti z; = 6 in 2o = —2.

Dobimo dve kriti¢ni toc¢ki T3(1,—1,6) in T5(1,—1,—2). Druge odvode dobimo z odvajanjem
prvih odvodov, kjer upostevamo z, = z, =0

—242—(1—1x)z, -1
z == =
m (z —2)2 z—2’
—(1 =)z,
T e Y
—24+2—(-1—-1y)z -1
Z. =
v (z—2)2 z—2
Hessejeva matrika je
-1
0
we[% 3]
d 0 z—2

Klasifikacija kriti¢nih tock:
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18.

19.

20.

i) Ty(1,—1,6):

det H(1,—1,6) = -3 0 - Loy
et drld, y0) = 0 _i =16 .
V tej tocki je lokalni ekstrem. Ker je z,,(1,—1,6) = —% < 0, je to lokalni maksimum.
i) To(1,—1,—2):
det Hy(1,—1,-2)=| 1 O[= Lo
€ A s = 0 % = 16 .

V tej tocki je lokalni ekstrem. Ker je z,,(1,—1,—-2) = % > 0, je to lokalni minimum.
Dolo¢ite vezani ekstrem funkcije f(x,y) = 322 + 2y — 6 pri pogoju y = 2z — 1.
Sestavimo Lagrangeovo funkcijo

F(z,y,\) =322 + 2y% — 6 + Ay — 2z + 1),
ki jo odvajamo po vseh treh spremenljivkah in odvode izena¢imo z 0

F, = 6x—2\=0,
dy+ A =0,
Fy = y—2r+1=0.

e
|

Drugo ena¢bo mnozimo z 2 in pristejemo prvi, da dobimo 6z +8y = 0, oz. y = —%az. To vstavimo
v tretjo enacbo in dobimo z = % iny = —1—31. Ker je funkcijska vrednost v tej tocki manjsa kot
funkcijske vrednosti v drugih tockah na premici, je v tej tocki minimum.

Poiséite najmanjso vrednost funkcije f(x,y) = o + 2y na krivulji 22 + y? = 5.
Sestavimo Lagrangeovo funkcijo

F(x,y,\) =z 42y + Mz? + 4> - 5),
ki jo odvajamo po vseh treh spremenljivkah in odvode izena¢imo z 0

F, = 142\z=0,
F, = 242Xy =0,
Fy, = 22+4* -5=0.

Iz prve enacbe izrazimo r = —%, iz druge y = —% in to vstavimo v tretjo enacbo. Dobimo
& + % =5, od koder sledi 4\? = 1 in zato je A2 = :I:%. Koje A\ = %, jex; =—1iny; = —2,
medtem ko je pri Ay = —3, 29 = 1 in yo = 2. Dobimo dve stacionarni tocki T7(—1,—2) in

T5(1,2). Ker je f(—1,—2) = =5 in f(1,2) = 5 imamo v prvi toc¢ki minimum in v drugi tocki
maksimum.

Poiséite ekstreme funkcije f(z,y, z) = x — 2y + 2z, kjer je vez podana z enacbo z? + 32 + 22 = 1.
Sestavimo Lagrangeovo funkcijo
F(x,y,z,)\) =T = 2y+22+)\(1}2 +y2 +22 - 1)7

ki jo odvajamo po vseh stirih spremenljivkah in odvode izenac¢imo z 0

F, = 1+2\x=0,
F, = —2+2\y=0,
F, = 242)\z2=0,
F\ = 22+’ +22-1=0.
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21.

22.

23.

Iz prve enacbe izrazimo T = 2/\, iz druge y = /\, iz tretje z = —% in to vstavimo v éetrto

enacho. Dob1m0 4/\2 + /\2 + )\2 = 1, od koder sledi 4\? = 9 in zato je A1 2 = :l: Ko je A = je

T = 3, Y1 = g inz = % r;ledtem ko je 12)r12)\2 —3 @ = lé, Y2 - —% in z2 3 : DOé)ll’;lO dve
stacionarni tocki 77 (— 3,3,—5) in T2(3, 2,2). Kerje f(—3,3,—3) = —3in f(3,-%,35) = 3

imamo v prvi toc¢ki minimum in v drugi tocki maksimum.
Poiscite tocke na ploskvi 222 + 3y? 4 222 + 22z = 6, ki so najbolj oddaljene od ravnine z = 0.
Sestavimo Lagrangeovo funkcijo, kjer je funkcija razdalje enaka d(z,y, z) = |z|
F(x,y,2,\) = 2+ A\22% 4 3y* 4 22° + 222 — 6).
To odvajamo po vseh §tirih spremenljivkah in odvode izenac¢imo z 0

F, = 4dx+2Xz=0,

F, = 6\y=0,

F, = 14+4Xz+2 =0,

Fy = 222 4+3y2+222 4222 -6 =0.

Iz druge enacbe dobimo y = O saj je A # 0. Iz prve in tretje enacbe izloéimo z, dobimo

1—-6Mx=0,0z. = 61>\, z= —3—)\ To vstavimo v ¢etrto enacbo in dobimo 36)\2 + 9/\2 — W =0,
od koder sledi 36\ = 1 in zato je \; 2= :l: . Koje Ay = %,jex; =1in 21 = —2, medtem ko
je pri Ay = —é To = —1in 29 = 2. Dob1m0 dve tocki z najveéjo oddaljenostjo T1(1,0, —2) in
T5(—-1,0,2).

() Poiscite stranice pravokotnega trikotnika, ki ima dano plos¢ino S = 2 in najmansi obseg.

Obseg pravokotnega trikotnika izra¢unamo po formuli 0 = a + b+ ¢, plos¢ino po formuli S = %b,

velja pa tudi Pitagorov izrek a? + b = c?. Lagrangeova funkcija je
F(a,b,e, A p) = a+b+c+ Aa® +b° — &) + p(ab — 4).

Odvajamo po vseh spremenljivkah in odvode izena¢imo z 0

F, = 14+2\a+ub=0,
F, = 1+2Xb+ pua =0,
F, = 1—2\c=0,
F, = d*+bv-32=0,
F, = 2-2=0.

Iz prvih dveh enacb izlo¢imo p in dobimo (14 2A(a+b))(a —b) = 0. Ker mora biti A > 0 (tretja
enacba), je a = b. To vstavimo v peto enacbo od koder sledi a? = 4, torej a = b = 2. Iz cetrte
enache sledi ge ¢ = 2v/2.

Zapisite Stevilo 27 kot produkt treh pozitivnih stevil x, y, z tako, da bo vsota x+y+ 2z najmanjsa.
Sestavimo Lagrangeovo funkcijo
F(z,y,z,\) =z +y+ z+ ANzyz — 27).

Odvajamo po vseh spremenljivkah in odvode izena¢imo z 0

F, = 1+ Xyz=0,
F, = 1+Xxz=0,
F, = 14+ Xxy=0,

F\ = 2yz—27=0.

Prvo enacbo mnozimo z x, drugo z y, tretjo z z ter odstejemo drugo od prve ter tretjo od druge.
Dobimo z —y =0iny— 2z =0, oz. * = y = 2. To vstavimo v zadnjo enacbo in dobimo x> = 27,
0z. x =Yy =2=3.
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24. Na elipsi z enacbo 422 4+ 9y?> = 36 poiscite tocko, ki je najblizja tocki T(1,0). Izracunajte

25.

minimalno razdaljo.
Razdalja med dvema tockama izracunamo po formuli
dz,y) =V (x = 1) + 9>

Ker so vse razdalje vecje od 1, lahko brez skode vzamemo za funkcijo, ki jo minimiziramo,
kvadrat razdalje. Torej je Lagrangeova funkcija

F(z,y,\) = (z — 1)% + y2 + M\(4z? + 992 — 36).
Odvajamo po vseh spremenljivkah in odvode izenac¢imo z 0

F, = 2(x—1)+8\x =0,
F, = 2y+18\y =0,
F\ = 42?2 4+9y>-36=0.

Iz prvih dveh enacb izlo¢imo A, da dobimo y(5x — 9) = 0. Resitvi te enacbe sta y = 0 (iz

tretje enacbe je x = £3) in =z = % (iz tretje enacbe je y = j:%). Dobimo 4 stacionarne tocke
Ti(3,0) z razdaljo d(3,0) = 2, T»(—3,0) z razdaljo d(—3,0) = 4, T3(2, 2) in Ty(2, — %) z razdaljo

d2,8) =d(2,-%) = % < 2. Opazimo, da sta tocki T3 in Ty najblizji, tocka T5 pa najbolj
oddaljena od tocke T

(%) Izracunajte globalne ekstreme funkcije f(z,y) = 322 — 2zy + 3y? na K(0,2).

Globalne ekstreme is¢emo na krogu s srediséem v izhodis¢éu (0, 0) in polmerom 2. Vez predstavlja
kroznica x2 + y? = 4.

i) Lokalni ekstremi v notranjosti obmocja. Prva parcialna odvoda izena¢imo z 0 in dobimo
sistem linearnih enacb f, = 6z —2y = 0in f, = —2z + 6y = 0, ki ima reSitev 2 = 0, y = 0,
torej je edina stacionarna tocka 7°(0,0). Iz drugih parcialnih odvodov (fyz = 6, foy = —2

_62 _62 } Ker je det (H(0,0)) =32 >0

in fz2(0,0) =6 > 0, je v tocki 7°(0,0) lokalni minimum.

ii) Vezani ekstremi na robu obmocja. Lagrangeovo funkcijo

in f,, = 6) sestavimo Hessejevo matriko Hy =

F(x,y,\) = 32 — 2zy + 3y* + Mz? +y* — 4)
odvajamo po vseh spremenljivkah in odvode izenac¢imo z 0
F,=6x—2y+2\x=0, F,=-20+6y+2\y=0, F\=2>+y*—4=0.

Iz prve enacbe dobimo y = (3+\)z, iz druge pa z = (3+\)y. Drugi izraz vstavimo v prvega
in dobimo y = (34 A)%y, 0z. A2+6A+9 = 1. Od tod sledi A2+ 6A+8 = (A+2)(A+4) = 0,
torej \y = =2 (y = —z, 22 =2, 0z. 119 = £V/2 in y10 = FV2) in Ao = —4 (y = 2, 22 = 2,
0z. Ti2 = +/2 in Y12 = :t\/§) Dobimo 4 stacionarne tocke. V tockah Tl(f, —ﬂ) in
T5(—+/2,v/2) dobimo vezani maksimum, saj je v teh dveh tockah vrednost funkcije enaka
16, v tockah T3(v/2,v/2) in Ty(—+v/2, —/2) pa dobimo vezani minimum, saj je v teh dveh
tockah vrednost funkcije enaka 8.

Primerjava vrednosti funkcije v lokalnih in vezanih ekstremih pokaze, da je globalni minimum v
tocki 7(0,0) (£(0,0) = 0), globalna maksimuma pa sta v tockah Ti(v/2, —v/2) in To(—v2,v/2)
(f(V2,=V2) = f(-Vv2,v2) = 16).
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DIFERENCIALNE ENACBE PRVEGA REDA

Osnovni pojmi:

Diferencialna enacba reda n je zveza med neodvisno spremenljivko x, odvisno spremenljivko y ter
njenimi odvodi ¢/, 4", ..., y"™: F(z,y,y,y",...,y"™) = 0.

Resitev diferencialne enacbe reda n je n-parametri¢na druzina funkcij. Ce imamo dane zacetne pogoje,
dobimo eno resitev tako, da eliminiramo konstante.

Diferencialne enacbe prvega reda:

Zacetni problem (Cauchy-jeva naloga): F(z,y,y") =0, y(zo) = yo.

§ . . y d
Osnovna enacba diferencialnega racuna: y' = 32.

Enacba z loéljivima spremenljivkama: y' = f(x)g(y).

Homogena enacba: y' = f(£). Uvedemo novo odvisno spremenljivko: u = ¥, y = ux in y' = zu’ + u.
Linearna enacba: y' + p(z)y = q(x). Resitev zapiSemo v obliki y(z) = yg(x) + yp(z), kjer je yu
resitev homogene linearne enacbe y' + p(z)y = 0, y, pa partikularna resitev, ki jo dobimo jo z metodo
variacije konstante.

Bernoullijeva enacba: r(x)y + p(z)y = q(x)y®. Uvedemo novo odvisno spremenljivko v = y!~% ter

u' = (1 - a)y~®y in enac¢bo prevedemo na linearno enacbo.

FEksaktna enacba: P(z,y)dx + Q(x,y)dy = 0 in velja %—1; = %. Obstaja taka funkcija z(z,y), da je

dz = P(z,y)dz + Q(x,y) dy = 0. Splosna resitev je dana implicitno z ena¢bo z(z,y) = C.

Ortogonalne trajektorije:

Dana je l-parametri¢na druzina krivulj F(z,y,C) = 0. Ortogonalne trajektorije so vse krivulje, ki
sekajo to druzino pod pravim kotom. Konstrukcija nove diferencialne enacbe

1
flz,y)

1. Kateri diferencialni enacbi pripada druzina kroznic (x — a)? + (y — b)? = r2?

F(z,y,C) =0~y = f(z,y) ~ yp = —

Ker imamo v resitvi tri parametre a, b in r, je pripadajoc¢a diferencialna enacba tretjega reda.
Druzino kroznic trikrat odvajamo, da se znebimo vseh treh parametrov. Prvi odvod

2 —a)+2(y -0y =0 = o+ (y—>b)y =a.
Drugi odvod
L+ () + (y = by" = 0.
Tretji odvod
2yly// +y/y// _"_ (y _ b)y/” — O
Parametra b se znebimo tako, da iz zadnje enacbe izrazimo y — b = —351,%” in to vstavimo v
predzadnjo enacbo. Dobimo

y/// + (y/)2y/// _ 3y/(y//)2 =0.
2. Pokazite, da je druzina funkcij y = C1e” + Cpe®® reditev diferencialne enacbe y” — 3y’ + 2y = 0.
Funkcijo dvakrat odvajamo

Ta— Che” + 205",
y” = C’1(390—|-402€2z

in vstavimo v diferencialno enacbo
Cie® + 4026296 — 3C1e* — 602(323c + 2C1e* + 202623c =0.

Ker je leva stran enaka desni, je dana druzina funkcij resitev dane diferencialne enacbe.
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3. Dolocite tisto funkcijo iz druzine y = C sin (x — Cy), ki zados¢a zacetnima pogojema y(mw) = 1
in y'(7) = 0.
Najprej odvajamo y’ = C1 cos (x — C3) in nato vstavimo oba za¢etna pogoja
y(r) = Cisin(m—Cq) =1,
y'(r) = Cicos(m—Cs)=0.

Enacbi delimo in dobimo tg(m — C2) = co. To je res, ko je 7 — Cy = 7, sledi Cy = §. To
vstavimo v prvo enacbo in dobimo C7 = 1. Zato je

y(z) =sin (z — 5) = — cosz.
4. Resgite diferencialno enacbo z loéljivima spremenljivkama 3’ + 32 sinz = 0.

Najprej lo¢imo spremenljivki in integriramo, nato izrazimo y.

y = —y2 sinx
% = —y2 sin &
dx
/y2 dy = —/sinxdx
—y 1 = cosz+C
B 1
= cosx + C

5. Resite diferencialno enacbo z locljivima spremenljivkama 3 = 2z,/y.

dy
2 9
dx Y
dy /
— = 2z dx
VY
Qy% = 224+ C
2 2
xc+C
, - &0
6. Resite diferencialno enacbo z lo¢ljivima spremenljivkama 3’ = e*¥ 7 zacetnim pogojem y(0) = 1.
dy S
@ € €
/e_y dy = /ex dx
—e ¥ = e"-C
y = —In(—e"+0C)

Vstavimo §e zacetni pogoj in dobimo y(0) = —In(—e® + C) = —In (-1 + C) = 1, od koder sledi
C =1+ e~ !'. Resitev zacetnega problema je

y(x) = —In(—e"+1+e1).

7. Resite diferencialno enacbo z lo¢ljivima spremenljivkama 3'v/4 + 22 + 2y + x = 0 z zaCetnim
pogojem y(0) = 1.

dy _  z(y+1)
dz V4 + 22
dy rdx

PEST BV/wu:
n(y+1) = —-v4+22+InC

y = Ce” e
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Upostevali smo, da je z uvedbo nove spremenljivke ¢t = 4 + 22, dt = 2z d integral na desni enak

rdz 1 dt —
Vit 2 2) it
Vstavimo §e zacetni pogoj in dobimo y(0) = Ce 2 — 1 = 1, od koder sledi C' = 2e?. Resitev
zacetnega problema je
y(z) = 26>~ VA" _ 1.

. Na travniku zivi kolonija zajcev, katerih Stevilo iz roda v rod naras¢a. Zanima nas, kako narasca
Stevilo zajcev, ¢e je Stevilo potomcev linearno odvisno od $tevila prednikov? Kaj pa, ¢e zacne
trave na travniku zmanjkovati? Recimo, da lahko travnik prezivi najvec b zajcev.

V prvem primeru resujemo diferencialno enacbo z lo¢ljivima spremenljivkama 3’ = ky.
dy
dt
d
L / k dt

Yy

Iny = kt+InC

y(t) = Ce

Opazimo, da v primeru, ko je travnik neomejeno velik, Stevilo zajcev narascéa eksponentno. Temu
pravimo zakon naravne rasti. V drugem primeru resujemo diferencialno enacbo z locljivima
spremenljivkama ¢y = ky(b — y).

% = ky(b—y)
/ v / ke dt
y(b—y)
jngL = kt+{lnC
ﬁ Cebkt
y = bCekt — yCebkt
bcebkt
v = Ty
Integral racionalne funkcije na levi resimo z uporabo metode parcialnih ulomkov
1 A B Ab+(B-A)y
yb—-y) y b—y  ylb-y)

kjer je A= B = . Sledi

dy 1/(1 1 ) 1 1 Y
—_— = — -+ —]dy=—-(lny—In(b—-y)) =—-1In .
/y(b—y) bJ \y b-y b G- =35y

. Resite homogeno diferencialno enacbo zy’' —y = xtg¥.

Diferencialno enacbo najprej delimo z x, da se prepricamo, da je res homogena. Nato upora-
bimo opisano substitucijo u = £ ter y' = xu’ 4 u in resimo tako dobljeno enacbo z locitvijo
spremenljivk.

y = L4tgl
o' +u = u+tgu
du dx
tgu N T
In(sinu) = Inz+InC
sinu = Cx
u = arcsin (Cx)
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10.

11.

Posebej izra¢unamo integral

cosudu du dv )
— =Inv =In(sinu),
tgu sin u v

kjer za novo spremenljivko vzamemo v = sin u, dv = cosu du. Uporabimo Se obratno substitucijo
in dobimo resitev
y(z) = x arcsin (Cx).

Resite homogeno diferencialno enacbo zy’ = y + \/2? — y? z zafetnim pogojem y(1) = 1.
Diferencialno enacbo najprej delimo z x in nato uporabimo opisano substitucijo.

o= 1= ()

T

o' +u = u+V1-—u?
/ du B dz
V1—u? x
arcsinu = Inz+C
u = sin(lnz+ C)
7 uporabo obratne substitucije dobimo resitev
y(x) = zsin(lnx + C).
Iz zacetnega pogoja y(1) = sinC = 1 sledi C' = § in zato
y(z) = zsin (Inz + F).
Resite linearno diferencialno enacbo xy’ — 2y = 22* z zagetnim pogojem y(1) = 3.

Najprej reSimo homogeni del z lo¢itvijo spremenljivk.

xy' -2y = 0
dy
= 2
dx Y
% B 2dx
Y N T

Iny = 2lnz+InC
yg = Ca?
Nato pa z variacijo konstante izracunamo Se partikularno resitev. Nastavek za resitev in odvod
y = C(z)2%,
y = C'(z)2®+2C(z)x
vstavimo v prvotno enac¢bo in dobimo

C'(z)x® + 20(x)2® — 2C(2)2* = 22*
C'(z) = 2z

Cx) = /Q:xdx:mQ.

Partikularna resitev je

yp = C(x)z? = .

Splosna resitev linearne enacbe je vsota partikularne resitve in resitve homogenega dela
y(x) =yp +yg = zt + C2?.
Vstavimo $e zacetni pogoj y(1) = 1+C = 3 in dobimo C' = 2, torej je resitev zacetnega problema

y(z) = =t + 222
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12. Resite linearno diferencialno enacbo ' — %y = 22 Inx z zacetnim pogojem y(1) =

Homogeni del.

1
y -~y =0

T
v _ v
dx x

[ [
y x
Iny = Inz+InC
yu = Cx

Nastavek za partikularno resitev in odvod

y = C(z)x,
yl — C/

vstavimo v prvotno enac¢bo in dobimo

C'(zx)z+C(z) — C(z) = z°lnzx

C'(z) = zlnx
2

Clx) = /xlnxdm:x;lnx—fgdxzﬂc;lnx_ﬂ_

Zadnji integral izra¢unamo z metodo per partes: v = Inzx, dv = zdx, du = %dx, v o= %
Partikularna resitev je
yp = C(x)x = 5‘2—31nx - %3,
splosna resitev pa
y(z) =yp +yg = glnx—‘%—i—Cw.
Vstavimo Se zacetni pogoj y(1) = —% +C = % in dobimo C' = 1, torej je resitev zacetnega

problema
1.3

y(z) =5 Inw — ‘%3 + x.
13. Resite linearno diferencialno enacbo 2%y’ 4+ zy + 1 = 0.

Homogeni del.

2y 4y = 0
dy —dz
v )
Iny = —Inz+InC
C
Yo = ™

Nastavek za partikularno resitev in odvod

y = C;x)’
y - Clar=cl

vstavimo v prvotno enacbo in dobimo
C'(z)r—C(z)+C(z)+1 = 0
1
, e _—
C'(x) = -

Clz) = —/lda::—lna:.
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Partikularna resitev je

splosna resitev pa
C—Inz
y(@)=yp+yg = ——.

. Resite linearno diferencialno enacbo vy — 2y = 2e** z zacetnim pogojem y(0) = 0.
Homogeni del.

y’—2y =0

d
Yo /2dx
Yy
Iny = 2z+InC
yw = Ce**

Nastavek za partikularno resitev in odvod
_ 2
Yy = C($)e 9
y/ — C/
vstavimo v prvotno enacbo in dobimo
C'(2)e* 4 2C(x)e** — 20(x)e*® = 2
C'(z) = 2™
Cz) = /2e2”” dz = e,

Partikularna resitev je

yp = C(x)ezp — e4z’

splosna resitev pa
y(@) = yp +yu = ' + Ce*".

Vstavimo Se zacetni pogoj y(0) = 1+ C = 0 in dobimo C' = —1, torej je reSitev zaCetnega
problema

. Resite Bernoullijevo diferencialno ena¢bo (z + 1)y —y = (z + 1)y~ L.

Enacba je Bernoullijeva z o = —1. Najprej jo delimo z y® = y~! in dobimo
(x+yy -y =2 +1.
Nato pa uporabimo substitucijo v = y? in v’ = 2yy’ in dobimo linearno enac¢bo

r+1

/
_— = 1.
5 U u=x++

Homogeni del resimo z lo¢itvijo spremenljivk.

z+1,
—u = 0
5 U U

du 2dax
w /x—i—l
Inu = 2ln(x+1)+InC
ug = C(z+1)?
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16.

Partikularno resitev pois¢emo z variacijo konstante, kjer
u = C(z)(x+1)%
W = C'(x)(z+1)2+20(x)(z+1)

vstavimo v linearno ena¢bo in dobimo

r+1 = (m;l)gC/(x)—FC(x)(x—i—l)Q—C(x)(ac+1)2
, _ 2
W= ey

Cla) / 2de 2

(x+1)2 z4+1
Partikularna resitev je
up = C(x)(z +1)% = =2(z + 1),
splosna resitev pa
u(z) =up+ug = —2(x+1)+ C(x + 1)

Uporabimo Se obratno substitucijo, da dobimo resitev za y = \/u

y(z) = +v/—2(z + 1) + C(z + 1)2.

Resite Bernoullijevo diferencialno enacbo 3’ + y = egmyg.
Enacba je Bernoullijeva z o = % Najprej jo delimo z y& = y% in dobimo
Yoy +ys =it
Nato pa uporabimo substitucijo v = y% inu = %gf%y’ in dobimo linearno enacbo
3u 4 u = ei”.

Homogeni del resimo z lo¢itvijo spremenljivk.

3u'+u = 0
o=
Inu = f%qulnC
uy = Ce™ 5%

Partikularno resitev poiséemo z variacijo konstante, kjer
u = C(a:)e*%m,
o= C’(ﬂ:)e_%gﬁ - %C’(m)e_%m
vstavimo v linearno enac¢bo in dobimo
ei? = 3C'(w)e_%x - C’(:B)e_%ac + C(x)e_%“
Cllz) = 3e°
C(z) = /il,,ex dr = %e”.
Partikularna resitev je
splosna resitev pa

2 _1
u(x) =up +ug = %esx + Ce™ 3",

Uporabimo $e obratno substitucijo, da dobimo resitev za y = u?

y(@) = (3ei* + Ce’%z>3
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17. Ali je diferencialna enacba 2zy dz + (2 — y?) dy = 0 eksaktna? Ce je eksaktna, jo resite.

18.

19.

Diferencialna enacba je eksaktna, ce velja % 8—13 = g—g. Ker je %— = 2z in ‘g— = 2z, je ta pogoj

izpolnjen. Da dobimo resitev z(x,y) = 0, najprej uporabimo enacbo 2y = P(z,v)

z= /P(;U,y) dz = /Qxydac = 2%y + C(y).
Nato uporabimo $e enakost z, = Q(x,y) in dobimo
P2+ C(y) = x?—y?
C'ly) = —v
2 3
Cly) = —/y dy=—-% +D.
Splo$na resitev je
3
2(x,y) = 2’y — L4+ D=0
Ali je diferencialna enacba (4y + 2z — 5) dz + (6y + 42 — 1) dy = 0 eksaktna? Ce je eksaktna, jo
resite z zaCetnim pogojem y(—1) = 2.

Diferencialna enacba je eksaktna, ¢e velja %—5 = %—g. Ker je 88—P =4 in %—g = 4, je ta pogoj

izpolnjen. Da dobimo resitev z(z,y) = 0, najprej uporabimo enacbo z, = P(x,y)

z= /P(m,y)dx—/(4y+2:r—5)d:c—4:ry—|—x2 — 5z + C(y).
Nato uporabimo $e enakost z, = Q(x,y) in dobimo
de+C'(y) = 6y+4z—1
C'(y) = 6y—1
(¥)

Cly) = /(ﬁy—l)dy=3y2—y-

Splosna resitev je
2(x,y) = 4zy + 2° — 5z + 3y —y = D.

Iz zacetnega pogoja sledi D = 8 in zato
day + x? — br 4+ 3y? —y = 8.

Dolocite parameter a tako, da bo enacba (4ay + 3y?)dx + (322 + 42y)dy = 0, pomnozena z
(xy)?, eksaktna, in jo resite.

Originalna diferencialna ena¢ba brez mnozenja ni eksaktna, kar se lahko takoj prepricamo.
Zapisimo P in () po mnozenju z x%y®
P(ﬂf,y) — Ar a+1 a+1_’_3$a a+2
Q(x,y) = 3 a+2 a+4xa+lya+1
in odvajamo
Py(a,y) = 4la+1)a" Ty +3(a+2)%y ",
Qu(r,y) = 3(a+2)2" My +4(a+ Dy ™t
To dvoje izenatimo in pora¢unamo
4(a+1) a+1 a_’_3(a+2)xaya+1 — 3(a+2) a+1 a+4(a+1) a a+1
4la+1Dx+3a+2)y = 3(a+2)z+4(a+1)y
da+1)(z-y) = 3(a+2)(z—y)
(z—y)la=2) = 0
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20.

21.

Torej je diferencialna enacba eksaktna, ko je a = 2. Pois¢imo Se resitev

z= /P(m, y)dx = /(4m3y3 + 322yt da = 2ty3 + 23y + C(y)

Zy = 3zty? + 423y + C'(y) 3zty? + 423y?
C'ly) = 0
Cly) = D
Splosna resitev je

2(z,y) = 2YP + 23y + D =0.

Dana je druzina krivulj y = C(2? + 1). Poiéite ortogonalne trajektorije.

Najprej odvajamo in se znebimo konstante C' = xg—%rl
2xy
/
=2Czr = .
4 T +1

Nato sestavimo novo diferencialno ena¢bo po danem pravilu

o .T2+1
yt ny ‘

To je enacba z lo¢ljivima spremenljivkama, katere resitve so ortogonalne trajektorije

y/ — _x;;g/l
/2ydy = —/(3«“+i) da
v+ (%—i—lnx) = D.

Dana je druzina krivulj y = Cz. Poisé¢ite ortogonalno trajektorijo, ki gre skozi tocko T'(1,1).

Najprej odvajamo in se znebimo konstante C' = £
y/ = C = g
x
Nato sestavimo novo diferencialno ena¢bo po danem pravilu

Yy =——.
oy

To je enacba z lo¢ljivima spremenljivkama, katere resitve so ortogonalne trajektorije

I =z

vy = Y
/ydy = —/xdx

2 2 D

T = % +3
2 +y* = D.

Iz zacetnega pogoja dobimo D = 2. Ortogonalna trajektorija skozi dano tocko je kroznica

x2—|—y2:2.
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22. Dana je druzina krivulj x +y = Ce¥. Poiscite ortogonalno trajektorijo, ki gre skozi tocko 7°(0, 5).
Najprej implicitno odvajamo in se znebimo konstante C'

-1

Lty =Cey =@ty = o=

Nato sestavimo novo diferencialno ena¢bo po danem pravilu

yp=1l-z—y.

To je linearna diferencialna enacba 3’ +y = 1 — z. ReSitve so ortogonalne trajektorije. Najprej
homogeni del.

vty =0
/dy = —dz
Y
Iny = —x+InD
yg = De™*
Nato se partikularna resitev, kjer
y = D(x)e”,
y = D'(z)e”™ — D(x)e””

vstavimo v enacbo, integral pa izra¢unamo per partes (u = 1 —z, du = —dz, dv = e dz, v = e%)

l—x = D'(z)e®—D(x)e ™+ D(z)e™
D'(x) = (1-2x)”
D(z) = /(l—x)ez dr = (l—x)ex+/exdac: (2 — x)e”.
Partikularna resitev je
yp =D(z)e™* =2 —ux,

splosna resitev pa
y(x) =yp+yg =2—x+ De *.

Iz zacetnega pogoja dobimo D = 3. Ortogonalna trajektorija, ki gre skozi dano tocko je

y(x) =2—x+3e "
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DIFERENCIALNE ENACBE VISJEGA REDA

Linearne diferencialne enacbe drugega reda:

Linearna diferencialna enacba 2. reda: y” + p(x)y’ + q(x)y = r(x).

Resitev zapiSemo v obliki y(z) = yu(x) + yp(x).

Homogena linearna diferencialna enacba 2. reda je y” +p(x)y' +q(z)y = 0. Ce sta y; in y» dve linearno
neodvisni resitvi, potem je ay; + PBys tudi resitev. Splosna resitev HLDE 2. reda je 2-parametri¢na
druzina y(z) = Cry1(z) + Coya(x).

HLDE 2. reda s konstantnimi koeficienti 3" + py’ + qy = 0, p,q = konst. resujemo z nastavkom

y(z) = ™. Dobimo karaktristiéno (kvadratno) enacbo, ki ima tri mozne tipe resitev, zato zapisemo
reSitev homogenega dela na tri razlicne nacine:

a) A # A2, A, Ag € Ri y = CreM® + Che2®,
b) AM=X=AeR: y= (Cl + C'Qx)eM”7
c) M2=a=xif € C: y=e*(C;cospfx+ Cysin fz).

Partikularno resitev nehomogene LDE 2. reda s konstantnimi koeficienti 4" + py’ + qy = r(x) dobimo
z metodo variacije konstante ali z metodo inteligentnega ugibanja, kjer nastavek uganemo glede na
obliko desne strani r(z):

a) r(z) polinom stopnje n = yp(z) = apz™ + - + a1 + ao,
b) r(z) =sinazx ali r(x) = cosax = yp(r) = Asinazr + B cosax,
c) r(z) =e" = yy(r) = Ae™.

Eulerjevo enacbo 2. reda x2y" 4+ pxy’ +qy = 0, p, ¢ = konst. redujemo z nastavkom y(z) = 2*. Dobimo
karaktristi¢cno (kvadratno) enacbo, ki ima tri mozne tipe resitev, zato zapiSemo resitev homogenega
dela na tri razliéne nacine:

a) A # A2, A1, A2 € Rt y = Cha™ + Gz,
b) M= =AeER: y= (Cl +CQII]I‘)JJ>\,
c) M2=a=xifeC: y=a*C)cos(flnz)+ Cysin(flnx)).

Metode za znizevanje reda nelinearnih diferencialnih enacb:

1. V enacbi ne nastopa odvisna spremenljivka y: F(x,vy’,y”) = 0. Uvedemo novo odvisno spre-
menljivko u = ¢/

2. V enacbi ne nastopa odvisna spremenljivka x: F(y,vy’,3”) = 0. Uvedemo novo neodvisno spre-
menljivko y in novo odvisno spremenljivko u = ' = u(y), kjer je " = wa.

Sistemi diferencialnih enacb:

Sisteme linearnih diferencialnih ena¢b resujemo s podobnimi nastavki kot linearne diferencialne enacbe
vigjega reda: z(t) = AeM, y(t) = BeM.

1. Dana je diferencialna enacba y” + y = 0 z resitvama y; = sinz in y2 = cosx. Preverite, da je
vsaka linearna kombinacija y1 in y9 tudi resitev te diferencialne enacbe.

Linearno kombinacijo y = Ay; + Bys = Asinz 4+ Bcosz dvakrat odvajamo in vstavimo v
diferencialno enacbo

= Acosx — Bsinzx,

= —Asinxz — Bcosz.
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Ker je
y'+y=—Asinz — Bcosz + Asinz + Bcosx = 0,

je linearna kombinacija resitev tudi resitev.
. Resite homogeno linearno DE 2. reda s konstantnimi koeficienti y” — 4y’ + 3y = 0.

Homogeno linearno diferencialno ena¢bo 2. reda s konstantnimi koeficienti resujemo z nastavkom
y = e, Ker je v = Ae™ in ¢ = A\2e*®, dobimo karakteristi¢no kvadratno enacbo

M4 +3=(\-1)(A—-3) =0,

ki ima dve razli¢ni realni ni¢li \; = 1 in Ad» = 3. Dobimo dve regitvi y; = e® in y» = €3*. Splosna
reSitev diferencialne enacbe je

y(z) = Cry1 + Coya = Cre” + Cae™™.

. Resite homogeno linearno DE 2. reda s konstantnimi koeficienti y” + 4y = 0.

A

Uporabimo nastavek y = e™* in dobimo karakteristi¢no kvadratno enacbo

M 4d4=(N-20)(A+2i) =0,

ki ima dve konjugirano kompleksni nicli A\; = 2i in Ay = —2i. Dobimo dve resitvi y; = €<

in yo» = e 2%, Ker bi zeleli realno resitev enacbe z realnimi koeficienti, uporabimo Eulerjevo
formulo e = cosz + isinx in dobimo

y(x) = Cle2im + 026721;5
= ((cos2z +1isin2x) 4+ Cy(cos 2x — isin 2x)
= Djcos2z + Dqysin2x.

. Resite homogeno linearno DE 2. reda s konstantnimi koeficienti y” — 2y’ +y = 0.

A

Uporabimo nastavek y = e™* in dobimo karakteristi¢no kvadratno enac¢bo

M2 +1=(\-1)%2=0,

ki ima eno dvojno realno niclo A1 2 = 1. Dobimo eno resitev y; = e*. Drugo resitev, ki mora biti
neodvisna od prve, dobimo tako, da prvo mnozimo z x: y2 = xe®. Splosna resitev diferencialne
enacbe je

y(z) = Cre” + Cazxe”.

. Resite homogeno Eulerjevo enacbo z2y” — a1/ — 3y = 0.

Eulerjevo enacbo redujemo z nastavkom y = 2*. Ker je 3’ = Az*~!in ¢ = \(1—\)2*~2, dobimo
karakteristicno kvadratno enac¢bo

AMA=1)=A=3=X2-2"-3=A-3)(A+1)=0,

3 1

ki ima dve razliéni realni ni¢li Ay = 3 in Ay = —1. Dobimo dve resitvi y; = x° in yo = =~ .

Splosna resitev diferencialne enacbe je

y(x) = Cryy + Coyg = Cra® + Cox ™.

. Resite homogeno Eulerjevo enacbo z2y” + 3zy’ + 5y = 0.

Uporabimo nastavek y = z* in dobimo karakteristi¢no kvadratno enaébo

AMA=1) +3A+5=X 2 +2\+5=0,
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ki ima dve konjugirano kompleksni nicli Ay = —1 4+ 2i in Ay = —1 — 2i. Dobimo dve resitvi

y1 =z 172 in yo = 27172, Ker bi zeleli realno resitev enaébe z realnimi koeficienti, uporabimo

Eulerjevo formulo € = cosx + isin x in dobimo

cos (2Inx) sin (21Inz)

y(z) = Cq . + Cy .

. Resite homogeno Eulerjevo enacbo 2%y” — zy’ +y = 0.

Uporabimo nastavek y = 2* in dobimo karakteristi¢no kvadratno enaébo
MA—1D=A+1=M-22+1=(\-1)?=0,

ki ima eno dvojno realno nic¢lo A\;2 = 1. Dobimo eno resitev y; = x. Drugo reSitev, ki mora
biti neodvisna od prve, dobimo tako, da prvo mnozimo z Inz: y» = xlnx. Splosna resitev
diferencialne enacbe je

y(x) = Cix + Coxlnx.

. 7 variacijo konstante resite nehomogeno linearno DE 2. reda s konstantnimi koeficienti

A

Najprej resimo homogeni del y” — y = 0 z nastavkom y = e** in dobimo karakteristicno enacbo

A2 —1 =0 z resitvama A\; = 1 in Ay = —1. Torej je
yg = C1e” 4+ Coe™ .

Partikularno resitev poiséemo z variacijo konstante na podoben nac¢in kot pri linearnih DE
1. reda. Vzamemo resitev homogenega dela, kjer konstanti postaneta funkciji «

y = C1(x)e” + Cy(x)e™™

in odvajamo
y = C(x)e” + C1(x)e” + Cy(z)e™ — Co(x)e™ ™.

Tu imamo na voljo Se eno prosto enacbo, zato lahko izberemo Ci(x)ex + Cé(x)e_w =0, torej je
prvi odvod enak y' = Cy(x)e” — Ca(x)e™*, drugi odvod pa

y" = C)(x)e® 4 C1(x)e” — Co(x)e ™ 4 Co(x)e™ .
Vse skupaj vstavimo v nehomogeno enacbo in dobimo
Cy(z)e” + C1(z)e” — Cy(z)e ™™ + Cy(z)e ™ — Cy(z)e” — Cy(z)e ™™ = 27
Dobimo sistem dveh diferencialnih enacb z dvema neznanima funkcijama

Cy(z)e® 4+ Cy(z)e™ = 0,
Cy(z)e” — Cy(z)e™® = 2%

Ti dve enacbi sestejemo in dobimo 20 (z)e® = 2¢%, oz. C;(z) = 1. Od tod sledi, da je C(z) = z.
Nato ti dve enacbi se odstejemo in dobimo 2C(z)e™® = —2e*, oz. Cy(z) = —e?*. Od tod sledi,
da je Cy(x) = —5625"’. Zato je partikularna resitev

yp = xe® — %ex.

Splosna resitev je vsota partikularne resitve in resitve homogenega dela

y(x) = yp + yg = ze” — 3" + Cre” + Coe™ 7.
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9.

10.

7 variacijo konstante resite nehomogeno linearno DE 2. reda s konstantnimi koeficienti

A

Najprej resimo homogeni del y” + y = 0 z nastavkom y = e** in dobimo karakteristicno enacbo

A2 4+ 1 =0 z resitvama A1,2 = %i. Torej je
yg = Crcosx + Cosinz.

Partikularno resitev pois¢emo z variacijo konstante na podoben nac¢in kot pri linearnih DE
1. reda. Vzamemo resitev homogenega dela, kjer konstanti postaneta funkciji x

y = C1(z) cosz + Ca(z)sinz

in odvajamo
y' = Cy(z)cosx — Cy(x)sinx + Cy(x) sinz + Cy(x) cos z.

Tu imamo na voljo Se eno prosto enacbo, zato lahko izberemo Ci (x) cos :L'—I—Cé (z)sinz = 0, tore]
je prvi odvod enak y' = —C4(z) sinx + Co(z) cos x, drugi odvod pa

y" = —C\(z)sinz — Cy(x) cosz + Cy(x) cosz — Ca(z) sin .

Vse skupaj vstavimo v nehomogeno in dobimo

1

—C(z)sinz — Cy(x) cosz + Cy(z) cosz — Cy(x) sinz + Cy () cosz + Co(z) sinz =

sinx*
Dobimo sistem
Cy(z) cosx + Cy(z)sinz = 0,
/ . / _ 1
—Ci(z)sinz + Cy(x)cosz = .
Prvo ena¢bo pomnozimo z sin x, drugo z cosz, ju seStejemo in dobimo
/ Cos T
Cy(z) (sin? z + cos® x) = .
4(a) (5”2 4 cos” ) =
=1
Z integriranjem (uvedba nove spremenljivke ¢ = sinz, dt = cos x dz) dobimo
coS T dt
Co(x) = dr = [ — =Int =In(sinx).
2(7) / sinx / t ( )
Izraz za Chy(z) vstavimo v prvo enacbo in dobimo C(z) = —1 od koder sledi C(z) = —z.
Partikularna resitev je
yp = —x cosz + In (sin z) sin z.
Splosna resitev je
y(x) =yp +yg = —xcosz + In(sinz)sinz + C; cosx + Cy sin z.

7 nastavkom resite nehomogeno linearno DE 2. reda s konstantnimi koeficienti
" ! 2
Yy =2y — 3y ==2a”.

Najprej resimo homogeni del ¢ — 2y — 3y = 0 z nastavkom y = e* in dobimo karakteristi¢no

enacbo A2 — 2\ —3 = (A — 3)(A + 1) = 0 z resitvama A\; = 3 in Ay = —1. Torej je

yr = C1e* + Che ™.
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Partikularno resitev poiséemo z nastavkom, ki je polinom druge stopnje, saj je funkcija r(z) = 22

polinom druge stopnje
yp = Az? + Bz + C.

Nastavek dvakrat odvajamo

yp = 2Az+ B,

yP = 2A7
vstavimo v enacbo in dobimo
2A — 4Ax — 2B — 3Ax? — 3Bz — 3C = 2.

Iz primerjave koeficientov pri istih potencah sledi sistem enacb —34 = 1, —44 — 3B = 0 in

2A — 2B — 3C =0, ki ima resitev A = —%, B = % inC = —%. Partikularna resitev je

yp = —%$2 + %x — %.
Splosna resitev je vsota partikularne resitve in resitve homogenega dela
y(x) =yp +yn = —32® + jo — 3 4+ C1e3% 4+ Che™™.

. Z nastavkom resite nehomogeno linearno DE 2. reda s konstantnimi koeficienti

y" — 2y +y = —5sin2z.

Najprej resimo homogeni del ¢ — 2y’ + y = 0 z nastavkom y = e in dobimo karakteristi¢no

enacho A2 — 2\ + 1 = (A — 1)2 = 0 z dvojno resitvijo A1 2 = 1. Torej je
yg = Cre” + Coxe”.
Partikularno resitev poiséemo z nastavkom
yp = Asin2x + B cos 2z,
ki ga dvakrat odvajamo

yp = 2Acos2x —2Bsin 2z,

yp = —4Asin2x — 4B cos 2z,
vstavimo v enacbo in dobimo
—4Asin2x — 4B cos2x — 4A cos2x + 4B sin 2x + Asin 2z + B cos2x = —5sin 2z.

Iz primerjave koeficientov pri istih funkcijah sledi sistem ena¢h —3A+4B = —5in —4A—3B =0,
ki ima resitev A = % in B= —%. Partikularna resitev je

— 3 _4
yp = 5 8in2x — £ cos 2x.

Splosna resitev je

xT

y(x) =yp +ym = %sin2m — %COSQI’ + C1e% + Coze®.

. Resite diferencialno ena¢bo
y// + 2y/ + 5y — 2633:
skupaj z za¢etnima pogojema y(0) = % in 3/ (0) = :1%'

To je nehomogena linearna diferencialna enacba drugega reda s konstantnimi koeficienti. Najpre;j

73



13.

resimo homogeni del y” + 2y + 5y = 0 z nastavkom y = e in dobimo karakteristiéno enacbo

A2 +2X+5 =0, ki ima dve konjugirano kompleksni resitvi A\; o = —1 =& 2i. Torej
yg = e “(Acos2z + Bsin2z).

Partikularno resitev dobimo z uporabo nastavka yp = Ce3*. Dvakrat odvajamo in dobimo
Y = 3Ce3 in yf, = 9Ce3*. To vstavimo v enatbo

9Ce%* 4 6Ce3® + 503 = 2¢3®

in iz primerjave koeficientov dobimo C = %0, torej je
_ 1 3z
Yyp = Toe .

Splosna resitev je
y(x) = yp + yu = 756> + e “(Acos 2z + Bsin2z).

Resitev e odvajamo in vstavimo zacetne pogoje

y'(z) = €3 — e "(Acos 2z + Bsin2z) + e *(—2Asin 2z + 2B cos 2z),

=

y(0) = A+L=12 = A=1,
y'(0) = -A+2B+4=% =  B=2

Resitev, ki ustreza zaCetnim pogojem, je

y(x) = 1—10e3x + e *(cos 2z + 2sin 2x).

7 nastavkom reSite nehomogeno linearno DE 2. reda s konstantnimi koeficienti
y" — 5y — 6y = cosz + **.

Najprej resimo homogeni del 4" — 53/ — 6y = 0 z nastavkom y = e* in dobimo karakteristi¢no

enaébo A2 — 5\ — 6 = (A — 6)(\ + 1) = 0 z resitvama \; = 6 in Ay = —1. Torej je
yg = C1e% + Che™®.
Partikularno resitev poiS¢emo z vsoto nastavkov za eksponentno in kosinusno funkcijo
yp = Acosx 4+ Bsinz + Ce*®,
ki ga dvakrat odvajamo

yp = —Asinz+ Bcosxz +20e*,
—Acosz — Bsinz + 4Ce**,

<
|
Il

vstavimo v enacbo in dobimo
—T7Acosxz — TBsinz + 5Asinx — 5B cosz — 120e** = cosx + %,

Iz primerjave koeficientov pri istih funkcijah sledi sistem ena¢b —7A — 5B =1,54 — 7B =0 in

—12C =1, ki ima resitev A = —7—74, B = —% in C = —%. Partikularna resitev je
_ _ T _ 5 g _ 1 2z
Yp = —=1 COST — =y sinx — 757,

Splosna resitev je

_ 7 5 o 1 2z 6x —x
y(z) = —=7cosz — 7y sinz — e + C1e® + Cre™".
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14. 7 nastavkom resite nehomogeno linearno DE 2. reda s konstantnimi koeficienti
y// _ 2y/ — 96T

skupaj z zac¢etnima pogojema y(1) = —1 in ¢/(1) = 0.

Najprej resimo homogeni del 3/ — 23/ = 0 z nastavkom y = e** in dobimo karakteristi¢no enacbo

A2 —2) = A\(A —2) = 0 z resitvama \; = 0 in \g = 2. Torej je
yg = C1 + Coe?®.
Partikularno resitev poiséemo z eksponentnim nastavkom, saj je funkcija r(x) = 2e® eksponentna
yp = Ce”.
Nastavek dvakrat odvajamo y}; = Ce”, y;; = Ce”, vstavimo v enacbo in dobimo
Ce® — 2Ce” = 2e”.

Iz primerjave koeficientov sledi, da je C' = —2. Partikularna resitev je

xT

Yyp = —2e”.
Splosna resitev je
y(x) = —2e" + C1 + Che?®.

Resitev Se odvajamo in vstavimo zacetne pogoje
Y (z) = —2e% + 2C9e**.

Ker je y(1) = —2e + C1 + Coe? = —1in /(1) = —2e +20%? =0, je Cy = e L in C; = e — 1.
Resitev zaéetnega problema je

y(z) =e** 1 — 2% fe—1.

15. Resite diferencialno enacbo
y/// _ 3y// ‘I’ 3y/ _ y — 0’

skupaj z zacetnimi pogoji y(0) = 1, 3/(0) = 3 in y”(0) = 3.

To je homogena linearna DE 3. reda s konstantnimi koeficienti, zato uporabimo nastavek y = e**.
Dobimo karakteristicen polinom A3 —3X% +3X —1 = (A —1)3 = 0, ki ima trojno ni¢lo A\; 2.3 = 1.
Torej je splosna resitev

y(x) = Cre” + Coze® + Cyz’e®,

ki jo se dvakrat odvajamo

y'(z) = Cre® + Cae® + Coze” + 2032e" + Csz?e”,
y'(z) = Cre® + 209" + Cyze® 4 2C3e” + 4C3ze” + Cyze”,

y(()) = 01 =1 = Cl =1
y(0) = C1+Cy=3 = Cy=2
y"(O) = C1+205+2053=3 = C3=-1

Resitev diferencialne enacbe, ki ustreza zac¢etnim pogojem, je

y(x) = e + 2ze” — 2267,
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16.

17.

18.

19.

Resite Eulerjevo enacbo a3y — 322y" + Txy' — 8y = 0.

Uporabimo nastavek y = 2}, ki ga trikrat odvajamo in vstavimo v enacbo, da dobimo karakter-
istiéni polinom

AA=1(A=2)=3AA=1)+TA—=8=X —6X>+ 12\ -8 = (A —2)° =0,
ki ima trojno niclo A 23 = 2, zato je splosna resitev

y(x) = Cr2® 4+ Cox® Inz + Csz? In? 2.

Resite diferencialno enacbo y” — 2y’ 4+ y = 2e”.

Najprej resimo homogeni del y” — 2y’ + y = 0 z nastavkom y = e*® in dobimo karakteristi¢no

enatbo A2 — 2\ + 1 = (A — 1)? = 0 z dvojno resitvijo A1 2 = 1. Torej je
YH = Cre* + Coze®.

Partikularno resitev poiséemo z nastavkom yp = Az2e®, saj je 1 dvojna ni¢la karakteristicnega
polinoma enaka koeficientu v r(x) = e*. Nastavek dvakrat odvajamo ylp = 2Aze” 4 Ax?e?,
y;; = 24e” + 4Axe® + Az?e®, vstavimo v enaébo in dobimo

Az?e” + 4Axe® 4+ 24e% — 4Axe® — 2A2%e* + Ax?e” = 2¢°.
Od tod sledi, da je A =1, zato je partikularna resitev

yp = x“e”.
Splosna resitev je
y(z) = 2%e” + Cre” + Cyze”.

Resite diferencialno enacbo y” — v = z2.

Najprej resimo homogeni del 4" — 1/ = 0 z nastavkom y = *® in dobimo karakteristi¢no enacbo

A= A=AXA—=1)(A+1) =0z resitvami \; =0, Ay = 1 in A3 = —1. Torej je
yug = C1 + Cae” + Cze™".

Partikularno resitev poiséemo z nastavkom yp = Az® + Bx? + Cz. Polinom je tu tretje in
ne druge stopnje, ker je ena izmed nicel karakteristicnega polinoma enaka (. Nastavek trikrat

"

odvajamo ylp = 3Ax% + 2Bz + C, y;; = 6Ax + 2B, yp = 6A, vstavimo v enacbo in dobimo
6A — 34x? — 2Bz — C = 2°.
Od tod sledi, da je A = —%, B =0in C = —2, zato je partikularna resitev
Yyp = —%a:?’ — 2.

Splosna resitev je
y(z) = —%x?’ — 2z + C1 + Coe® + Cze™ 2.

Resite diferencialno enacbo y™” + 2y — 3y — 2y = 2 + 12e7.

Najprej resimo homogeni del /421" —y/ —2y = 0 z nastavkom y = e** in dobimo karakteristi¢no
enacbo A3 +2X2 =X\ —2 = (A +2)(A+1)(A — 1) = 0 z resitvami A} = —2, Ay = —1 in A3 = 1.
Torej je

yg = Cre 2 4 Che™® + O3,
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20.

21.

Partikularno resitev poiséemo z nastavkom yp = A+ Be?®, ki ga trikrat odvajamo y}; = 2Be??,
n = 8Be?* | vstavimo v enacbo in dobimo

yp = 4Be™, yp
12Be*® — 24 = 2 + 12e%.
Iz primerjave koeficientov sledi, da je A = —1 in B = 1, zato je partikularna resitev

yp = —1 4 e,

Splosna resitev je
y(x) = =14 ¥ + Cre 2 4+ Cre @ + C3e”.

Resite enacbo (1 — 22)y” — zy’ = 0.
V enacbi ne nastopa y, zato za novo odvisno spremenljivko vzamemo u = ¢’ in dobimo enacbo
(1 -2 — zu = 0.

To je homogena linearna DE 1. reda, ki jo reSimo z lo¢itvijo spremenljivk.

(1-— 372)3—; = zu
du / zdx
u o 1 — a2
Inu = —3hn|l-2}+InC
S C
V1—22
Desni integral izra¢unamo z uvedbo nove spremenljivke (t = 1 — 22, dt = —2x dx)
zde 1[dt 1 1 2

Resitev za u Se enkrat integriramo, da dobimo resitev za y

y(a:)z/udxz/%zCarcsinx%—D.

(%) Resite enacbo cos xy” + sinzy” = sinx.

V enacbi ne nastopata y in 3, zato za novo odvisno spremenljivko vzamemo u = y” in dobimo
enacho
cos zu’ + sin ru = sin z.

To je nehomogena linearna DE 1. reda, ki jo resimo z lo¢itvijo spremenljivk in variacijo konstante.

Pri reSevanju homogenega dela upostevamo, da je [ tgzdz = —In (cosz).
coszu' +sinzu = 0
d
«_ /tgm dx
u
Inu = In(cosz)+InC
ug = Ccosx
Odvajamo

uw(x) =C(z)cosz = u/(z)=C"(z)cosz — C(z)sinx.

Vstavimo v ena¢bo in dobimo

C'(x) cos> x — C(x) sinz cos x + C(x) cos xsinz = sin x.
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Sledi

sinx
C'(x) = ,
() cos? x
Ji dt 1 1
Cx) = Y o= [S =2 = (t =cosz, dt = —sinz dz).
cos? x t2 t cosx

Partikularna resitev je up = 1, sploSna resitev pa
u(z) =14 Ccoszx.

Resitev za u Se dvakrat integriramo, da dobimo reSitev za y
y'(z) = /u(w)dx = /(1+C’cosx)dx =xz+Csinz+ D,

ylz) = /y/(ﬂf)dﬂC:/(az—FCsinx—FD)dx:‘”22—Ccosx+Daz+E.

. Resite enacbo yy” = (v')? —v/.

V enachi x ne nastopa eksplicitno, zato za novo neodvisno spremenljivko vzamemo y, za novo
odvisno spremenljivko pa u = 3. Sledi y” = w1u. Diferencialno enacbo prvega reda, ki jo dobimo
po substituciji, resimo z lo¢itvijo spremenljivk.

2

yut = u° —u

du dy

/u—l oy
In(u—1) = Iny+InC

u = Cy+1

Za obratno substitucijo u = 3’ resimo Se eno diferencialno enacbo z locitvijo spremenljivk.

% = Cy+1
dy
= d

Cy+1 / o
thn(Cy+1) = z+122

Cy+1 = D"

Cx__
y(z) = Dec !

. (%) Resite enacbo yy” — 1+ (v')2 = 0.

V enacbhi x ne nastopa, zato za novo neodvisno spremenljivko vzamemo y, za novo odvisno
spremenljivko pa u = 3. Sledi 3’ = wua. Diferencialno enacbo prvega reda, ki jo dobimo po
substituciji, resSimo z loCitvijo spremenljivk.

2

yut = 1—u

/ udu dy

1—u? Y
—iln(1-v?) = lny+InC

(1-u’)"2 = Cy
u = 1- 021y2
Tu smo upostevali, da je
wdu



Za obratno substitucijo u = 3’ resimo Se eno diferencialno enacbo z locitvijo spremenljivk.

1 d
1-— 02y2 - ﬁ
Cydy _
/ c7y 1 /d:p
202
CC%/ 1 T+ %
C*y¥? -1 = (Cx+ D)
yz) = &V(Ce+D)+1

24. Resite sistem diferencialnih enacbh & = 2z —y, y = —x + 2y, kjer je x = z(t), y = y(t), skupaj z
zaCetnima pogojema z(0) = 1, y(0) = —3.

Sistem re§imo z nastavkoma x = AeM in y = Be*. Odvajamo in dobimo & = AAe* in
y = ABe*. To vstavimo v enacbi ter po deljenju z e* in ureditvi ena¢b dobimo homogen sistem

(A—=2)A+B = 0,
A+(A\-2)B = 0.

Ta sistem ima netrivialno resitev, ko je determinanta matrike koeficientov enaka 0. Ker je

A—2 1 2 I o
‘ 1 )\_2‘/\ —4AA+3=(A=-1)(A=3) =0,
dobimo dve resitvi A\; = 1 in Ay = 3. Za vsako poiStemo resitev.

e Za A\ = 1 dobimo iz enacbe B = A in zato x1 = Aje’ in y; = Ajéel.

e Za Ay = 3 dobimo iz enacbe B = —A in zato a9 = Age? in yo = —Ase3t.
Resitev sistema diferencialnih enacb (x = x1 + z2, y = y1 + y2) je

z(t) = Ael + Age’t,

y(t) = Arel — Aye®,
Vstavimo Se zacetna pogoja in dobimo sistem z(0) = A; + A2 = 1 in y(0) = A} — Ay = =3, ki
ima regitev A1 = —1 in Ay = 2. Torej
x(t) = —e' +2e%
yt) = —et —2e%.

25. (&) Resite sistem diferencialnih enacb ¢ = -3z —y, y =2 —y.

Sistem re§imo z nastavkoma x = AeM in y = Be*. Odvajamo in dobimo & = AAe* in

y = ABe*. To vstavimo v enacbi ter po deljenju z e* in ureditvi ena¢b dobimo homogen sistem

(A+3)A+B = 0,
—A+(A+1)B =

Ta sistem ima netrivialno resitev, ko je determinanta matrike koeficientov enaka 0. Ker je

‘ . )\+1‘_/\ +AA+4=(N+2)? =0,
dobimo dvojno resitev A1 2 = —2, zato popravimo nastavke v

z(t) = (At+ B)e
y(t) = (Ct+ D)e .
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26.

Odvajamo

i(t) = Ae ?' —2(At+ B)e %,
y(t) = Ce ' —2(Ct+ D)e 2.
Nastavke in odvode vstavimo v sistem ena¢b, uredimo in delimo z e~2!. Dobimo enacbi (A +
C)t+A+B+D=0in (A+C)t+B—-C+ D =0, od koder sledi C = —A, D = —A — B.
Resitev sistema diferencialnih enachb je
z(t) = (At+ B)e %,
y(t) = (—At—A— B)e 2.

Resite sistem diferencialnih enacb
i =y, z(0)=3, y(0)=0,
i =y, 20)=-1, y0)=1

Najprej resimo diferencialno enacbo §j — y = 0, ki je homogena linearna diferencialna enacba
drugega reda s konstantnimi koeficienti. Karakteristi¢ni polinom A% —1 = 0 ima niéli A\; o = +1,
zato je resitev enacbe

y = Ae' + Be ™",

Odvajamo
= Ae' — Be™,

vstavimo zacCetne pogoje in dobimo sistem enach

y(0)=A+B = 0,
y(0)=A—-B = 1,

ki ima resitev A = J in B = —1. Sledi

Sedaj resimo e diferencialno enatbo i = Je' — Le~" tako, da dvakrat integriramo
i = / (3¢ — e7t) dt = Je' + Je ' + C,
- /(;et+;e—t+c) dt =let — le~t 4+ Ct+ D.

Vstavimo zacetne pogoje in dobimo sistem enacb

11
§—§+D = 3,
P0)=3+:+C = -1,
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