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Funkcionalna analiza

Vektorski prostor

Realni vektorski prostor ¥ nad obsegom Stevil R je mnoZica z
dvema operacijama: seStevanjem in mnoZenjem s skalarjem
(3tevilom).
> Sestevanje je preslikava iz V x V — V, ki paru elementov iz
Y x V priredi to€no doloéen element iz V, in sicer
(Vl, V2) — v + v
» MnoZenje s skalarjem je preslikava iz R x V — V), ki paru,
sestavljenem iz elementa iz R in elementa iz V), priredi to¢no
doloen element iz V, in sicer (a, v) — a - v.
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Funkcionalna analiza

Za ti dve operaciji mora veljati:
» vi + (vo + v3) = (v1 + v2) + v3 (asociativnost)
> vi+wmw=w+vy, v, eV (komutativnost)

> obstaja tak element 0 € V, daje v+ 0=v zavsak veV
(nevtralni element za seStevanje)

» za vsak v € V obstaja tak element (—v) € V, da je
v + (—v) = 0 (nasprotni ali inverzni element za seStevanje)
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Funkcionalna analiza

v

(af)v = a(Bv), o, B € R, v € V (asociativnost)
(o + B)v =av + Bv, o, B € R, v €V (distributivnost)
a(vi + v) =avy +avy, a € R, v, vy € V (distributivnost)

v

v

v

1-v =v zavsak v € V (nevtralni element za mnoZenje)
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Funkcionalna analiza

Definicija
Naj bodo vi,...,v, € Vin a1,...,a, € R. Potem izraz

a1vi + ...+ apv,

imenujemo linearna kombinacija elementov vy, ..., v,.
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Funkcionalna analiza

Opomba

Podobno, kot smo definirali realni vektorski prostor, bi lahko
definirali tudi vektorski prostor nad obsegom kompleksnih stevil. V
tem primeru bi povsod v definiciji nadomestili realna Stevila iz R s
kompleksnimi Stevili iz C.
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Funkcionalna analiza

Primer

Naj bo V = {(x1,x2,...) : x; € R} mnoZica vseh neomejenih
zaporedij.

Sestevanje in mnoZenje s skalarjem je definirano po komponentah:
(x1, %2, .. )+ (Y1 Y2, o) = (a +yi, 2 +y,...)

a(xi, x2,...) = (axy, axy,...)

Na primer, e merimo signal v diskretnih ¢asih.
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Funkcionalna analiza

Primer

Naj bo V =R" = {(x1,...,Xn) : X1, .., X, € R} mnoZica vseh
n-dimenzionalnih vektorjev.

Sestevanje in mnoZenje s skalarjem je definirano po komponentah:
(X1, xn) + (V15 s vn) = (a4 y15 -+ Xn + Yn)
alxi,...,xn) = (ax,...,axy)

Na primer, naj bo n =3 in V vektorski prostor vseh vektorjev v
prostoru, pri &emer identificiramo totko v prostoru (xi, x2,x3) s
krajevnim vektorjem do te tocke.

Na primer, naj bo n =24 in V vektorski prostor dnevnih
temperatur po posameznih urah dneva, komponente vektorja so
temperature ob posamezni uri dneva.
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Funkcionalna analiza

Primer
dai1r ... din

Naj bo V = R™ = M,,,(R) = : : raj e R

dml --- dmn
Sestevanje in mnoZenje s skalarjem je definirano po komponentah:
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Funkcionalna analiza

dil1 ... din b11 PN bln
> : : + : : =
dml --- dmn bml . bmn
ain+bun ... ain+ bipy

am1 + bml .e. 8mn Tt bmn

a1 ... din «ai; ... Qaip

ami ... amn Qaml ... Qamp
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Funkcionalna analiza

Primer
Naj bo V = {p: p polinom stopnje najve¢ n} mnoZica vseh
realnih polinomov

p(x) =apx"+ ...+ a1x+ap, x €R

stopnje n ali manj.
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Funkcionalna analiza

Sestevanje in mnoZenje polinomov je definirano po totkah:

» lesta p,g €V, potem je p+ g € V tak polinom, da velja

(p+q)(x) = p(x) + q(x), x €R
Vsota dveh polinomov stopnje najve¢ n je zopet polinom

stopnje najvec n.
» Ceje peVinacRR, potem je ap € V tak polinom, da velja
(ap)(x) = ap(x)
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Funkcionalna analiza

Primer
Naj bo V = {f: R — R} mnoZica vseh realnih funkcij, ki slikajo iz

R v R.
Sestevanje in mnoZenje funkcij je definirano po tockah:
> Cesta f,g €V, potem je f + g € V taka funkcija, da velja
(F +8)(x) = F(x) + g(x), x € R
» Cejef € Vina€eR, potem je af € V taka funkcija, da velja
(af)(x) = af(x)
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Funkcionalna analiza

Primer

MnoZica reSitev homogene linearne diferencialne enacbe.
To je vektorski podprostor prostora V = {f: R — R}, to je
mnozice vseh realnih funkcij, ki slikajo iz R v R.
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Funkcionalna analiza

Primer
Naj bo dana homogena linearna diferencialna enacba s
konstantnimi koeficienti

Y(x) = y(x) = 0.

Potem je za katerikoli dve reSitve te diferencialne enabe, na

primer,
X

yi(x) =€%, wm(x)=e"
reSitev diferencialne enalbe tudi funkcija
> ayi(x)
> y1(x) + ya(x)

Gregor Dolinar Izbrana poglavja iz matematike



Funkcionalna analiza

Definicija
Vektorji vq, ..., Vv, iz vektorskega prostora V so linearno neodvisni,
tejezaag,...,ap €R

aivi+ ... +apv, =0

natanko tedaj, ko je vy = ... = a, =0.
Vektorji vi,..., Vv, so linearno odvisni, ¢e niso linearno neodvisni.
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Funkcionalna analiza

Denimo, da so vektorji vi,vo,...,v, €V linearno odvisni. Torej
obstajajo taka $tevila a1, ay, ..., a,, da je

aivi +asvo+ ...+ apv, =0

in da je vsaj eno izmed Stevil a1, apy, ..., a, razlitno od ni¢. Brez
$kode za splosnost privzamemo, da je to Stevilo aj.
Potem lahko vy izrazimo z ostalimi:

a a
vy = 7—2v2+...+ <—n> Vp.

a1
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Funkcionalna analiza

Torej so elementi vy,...,v, € V linearno odvisni natanko tedaj, ko
lahko vsaj enega izmed njih izrazimo z ostalimi, kar pomeni, da ga
lahko zapisemo kot linearno kombinacijo ostalih.
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Funkcionalna analiza

Primer

Polinomi p1(x) = x> — 1, pa(x) = x> + x + 1, p3(x) = x in
pa(x) = 2x 4 3 so linearno odvisni.

Na primer, polinom p; lahko izrazimo kot linearno kombinacijo

ostalih:
1 2

p1=p2+ 3P~ 3P4

Ali lahko vsak polinom stopnje najve¢ dva izrazimo s polinomi po,
p3 in pg? Da.
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Funkcionalna analiza

Definicija
Naj bo V vektorski prostor. Potem je mnoZica B C V baza
prostora V, &e velja:

> vsi elementi mnoZice B so linearno neodvisni

> vsak element iz vektorskega prostora V lahko zapisemo kot
linearno kombinacijo elementov iz baze B.

Torej za vsak v € V obstajajo taki linearno neodvisni
€l,...,ex € Bintaki ai,...,ar € R, da je

V=aow1€] + ...+ age.
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Funkcionalna analiza

Opomba

Baza je najvedja podmnoZica linearno neodvisnih vektorjev.
Ni enoli¢no dolotena.
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Funkcionalna analiza

Primer
Naj boV = R3 = {(Xl,Xg,Xg,)}.
Potem sta obe mnozZici

» B; ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
» B> ={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}

bazi prostora V.

Gregor Dolinar Izbrana poglavja iz matematike



Funkcionalna analiza

Primer
Naj bo V = Mp,,(R). Definiramo matriko Ej;. To je matrika, ki
ima na (/,/)-tem mestu 1, drugod pa same ni&le.

Na primer
10 ...0
00 0
Ey = :
00 ... 0

Potem je B={Ej:i=1,...,m,j=1,...,n} standardna baza
prostora Mp,,(R).
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Funkcionalna analiza

Primer
Naj bo V prostor polinomov stopnje manjse ali enake n.

Potem je
B={1l,x,...,x"}

baza prostora V.
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Funkcionalna analiza

Primer
Naj bo V prostor vseh polinomov.
Potem je

B={1,x,x*,...} ={x":ne NU{0}}

baza prostora V.
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Funkcionalna analiza

Primer
Naj bo V = {(x1,x2,...) : x; € R} mnoZica vseh neomejenih
zaporedij, ki imajo samo konéno ¢&lenov razli¢nih od nic.
Oznatimo z e; zaporedje, ki ima na i-tem mestu 1, drugod pa
same 0.
Na primer e, = (0,1,0,...).
Potem je

B = {e;, i € N}

baza prostora V.
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Funkcionalna analiza

Primer
Naj bo V prostor vseh reitev homogene LDE y”(x) — y(x) = 0.

Potem je
B={e*e ™}

baza prostora V.
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Funkcionalna analiza

Naj bo ¥V mnoZica vseh zveznih funkcij.
Kaj bi bila baza?
Koliko elementov bi morala imeti ta mnoZica?
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Funkcionalna analiza

Definicija

Dimenzija vektorskega prostora je enaka modi baze, to pomeni, da
je enaka Stevilu elementov v bazi, ¢e je elementov konéno, oziroma
moc baze je neskonéna, &e je v bazi neskonéno elementov.

Kaj ¢e imamo za isti vektorski prostor dve razli¢ni bazi?

Trditev
Vse baze vektorskega prostora imajo isto moc.
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Funkcionalna analiza

Vidimo, da nas lahko zanimajo razli¢ne razdalje med dvema
to¢kama.

Lahko pa nas zanimajo tudi razdalje med razli¢nimi objekti, ne
zgolj toc¢kami.

Na primer, pomembne so razdalje med funkcijami, matrikami,
zaporedji, ...
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Funkcionalna analiza

Metri¢ni prostor

Definicija
Metri€ni prostor je par (X, d), pri &emer je X mnoZica in
d: X x X — [0,00) preslikava, za katero velja:

» d(x,y) = 0 natanko tedaj, ko je x =y

» d(x,y) = d(y,x), simetrinost

» d(x,z) < d(x,y)+ d(y,z), trikotnika neenakost

Preslikavo d imenujemo metrika oziroma razdalja prostora X.
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Funkcionalna analiza

Definicija

Naj bo xg element metri¢nega prostora (X, d). Potem je:
B(xo, r) = {x: d(x0,x) < r}

odprta krogla s sredis¢em xp in s polmerom r,
B(x0,r) = {x: d(x0,x) < r}

zaprta krogla s sredis¢em xg in s polmerom r,

S(x0,r) = {x:d(x0,x) = r}

sfera s sredis¢em xg in s polmerom r.
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Funkcionalna analiza

Opomba

Naj bo (X, d) metri¢ni prostor. Na mnozici X v splodnem nimamo
definirane nobene dodatne strukture (npr. operacije sestevanja).
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Funkcionalna analiza

Primer
X =R, d(Xay) = |y7X|

Spomnimo se, da je \/(y — x)? = |y — x|.

Enotska krogla okrog totke 0 je odprti interval (—1,1).

Gregor Dolinar Izbrana poglavja iz matematike



Funkcionalna analiza

Primer
X =R?, d((x1,y1), (x2,¥2)) = v/ (x1 = x2)2 + (y1 — y2)2.
20
15
10
05

05 10 15 20
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Funkcionalna analiza

Enotska krogla okrog tocke (0,0) je krog s polmerom 1 brez roba.

Gregor Dolinar Izbrana poglavja iz matematike



Funkcionalna analiza

Primer
Podobno za X = R",

d((x1y -y %n)s V1, -+, ¥n))
= o =)+ (e~ )2
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Funkcionalna analiza

Primer
X = R2
d((x1,y1), (x2,¥2)) = |x2 — x1| + |y2 — y1].

0.5 1.0 15 20
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Funkcionalna analiza

Enotska krogla okrog totke (0,0) je mnoZica

{(x2,y2) : |xa| + |y2| < 1}.
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Funkcionalna analiza

Primer
X =R?,
d((x1, 1), (%2, ¥2)) = max{|x2 — x|, y2 — y1[}.

0.5 1.0 15 20
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Funkcionalna analiza

Enotska krogla okrog totke (0,0) je mnoZica

{(x2, y2) - max{[xa], ly2[} < 1}.

Gregor Dolinar Izbrana poglavja iz matematike



Funkcionalna analiza

Primer

X poljubna mnoZica,

d(x,y)=0,¢ x=y,ind(x,y) =1 ¢ x #y.
Diskretna metrika.

Enotska krogla okrog elementa x je samo x.
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Funkcionalna analiza

Primer
Naj bo C([a, b], R) vektorski prostor vseh zveznih funkcij, ki slikajo
z intervala [a, b] v realna Stevila. Metriko definiramo s predpisom

d(f.g) = / |f(x) — g(x)|dx.
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Funkcionalna analiza

10

05¢

05 10 15 20 25 30

05+

_1.0,
f(x) =0, g(x)=cosx, [0,3]

d(f,g) = f03 lg(x)]dx = f0§ cos xdx — [ cos xdx = 1.86.
2
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Funkcionalna analiza

10
05F
‘015‘ - ‘1‘.0‘ - ‘115‘ . ‘2‘.0‘ . ‘215‘ . ‘310
05+
_1.0,
f(x) = sin x, g(x) = cosx, [0,3]
fo |f(x (x)|dx

=— fo sin x — cosx)dx — [2(sinx — cos x)dx = 2.68.
4
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Funkcionalna analiza

Primer
Naj bo C([a, b], R) vektorski prostor vseh zveznih funkcij, ki slikajo
z intervala [a, b] v realna 3tevila. Metriko definiramo s predpisom

d(f,g) = max |f(x) — g(x)|.
x€[a,b]
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Funkcionalna analiza

10

05r

05 10 15 20 25 30

-05¢

-10F
f(x) =0, g(x)=cosx, [0,3]

d(f,g) = MaXxe[o,3] lg(x)| = 1.
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Funkcionalna analiza

10

05r

05 10 15 20 25 30

-05¢

-10+
f(x) =sinx, g(x)=cosx, [0,3]

d(f,g) = maxeo ) |f(x) — g(x)| = V2 = 1.41.

Gregor Dolinar Izbrana poglavja iz matematike



Funkcionalna analiza

Primer

Pois¢imo primer intervala in dveh parov funkcij, ki sta v eni metriki
blizu skupaj, v drugi pa dale¢ narazen.

Obe funkciji ni&, razen v majhni okolici ene totke ena izmed funkcij
zelo velika.

Obe funkciji konstantni, ena ni¢, ena ¢, le da interval zelo dolg.
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Funkcionalna analiza

Opomba

Ce bi imeli prostor zveznih funkcij C((a, b), R) ali C(R,R), s
predpisom d(f,g) = max,¢(a,p) |f(x) — g(x)| ne bi bila definirana
metrika, saj maksimum ne obstaja nujno. Torej bi bila razdalja
med dvema funkcijama lahko neomejena.
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Funkcionalna analiza
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Funkcionalna analiza

Lahko pa vseeno imamo funkcije, ki so definirane na R, in nam
predpis d(f, g) = sup,cr |f(x) — g(x)| definira metriko.
Pogoj je le, da so funkcije na R omejene.
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Funkcionalna analiza

Konvergenca zaporedij

Definicija
Zaporedje {x,} v metri€nem prostoru (X, d) je konvergentno, &e
obstaja tak x € X, da za vsak € > 0 obstaja tak np € N, da je

d(xn, x) < € za vsak n > ng.
Tak x potem imenujemo limita zaporedja in pisemo

lim x, = x.
n—oo
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Funkcionalna analiza

Definicija (Cauchyev pogoj)

Zaporedje {x,} zados¢a Cauchyevemu pogoju, &e za vsak ¢ > 0
obstaja tak np € N, da je d(xp, Xn1p) < € za vsak n > ng in vsak
peN.

Definicija
Ce za vsako zaporedje, ki zados¥a Cauchyevemu pogoju, obstaja
limita tega zaporedja, potem pravimo, da je prostor poln.
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Funkcionalna analiza

Primer

Prostor Q z metriko d(x,y) = |x — y| ni poln.

Prostor R je poln. (Prostor R je napolnitev prostora Q, torej
T=R)

Prostori R", n € N, z obi¢ajno metriko so polni.

Prostor C([a, b], R) z metriko d(f, g) = max,c[a p) [f(x) — g(x)| je
poln.

Prostor C([a, b], R) z metriko fab |f(x) — g(x)|dx ni poln.
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Funkcionalna analiza

Primer
Zaporedje funkcij f, € C([0,1]) je dano s predpisom

IAIA
S =

0 :%gx
fn(x)_{ 1—-nx :0<x

Preverimo, &e zaporedje zado$¢a Cauchyevemu pogoju in pois€imo
limitno funkcijo.
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Funkcionalna analiza

lzrek o negibni to¢ki (Fixed point theorem)

Definicija

Totka xp je negibna totka preslikave f, €e velja f(xg) = Xo.
Definicija

Naj bo (X, d) metri¢ni prostor.

Preslikava f je izometrija, ¢e velja

d(f(x), f(y)) = d(x,y).
Preslikava f je skrlitev, ¢e velja

d(f(x),f(y)) <ad(x,y), 0<a<l.
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Funkcionalna analiza

Izrek (Banachov izrek o negibni to&ki)

Naj bo X poln metri¢ni prostor in T: X — X skréitev. Potem
obstaja natanko ena negibna toc¢ka preslikave T.
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Funkcionalna analiza

Dokaz

Naj bo xg poljubna totka. Definiramo zaporedje x; = T(xp),
xo=T(x1) = T(T(x0)) = T?(x0), x3 = T(x) = T3(x), ...
Najprej pokazemo, da je to zaporedje Cauchyevo.

Ker je prostor poln, ima zaporedje limito, ki jo ozna&imo z x*.
PokaZemo, da je x* negibna tocka preslikave T.

Pokazati moramo 3e, da je x* edina negibna tocka preslikave T.
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Funkcionalna analiza

Primer

v

Kompresija slik

v

Ekonomski modeli

v

Spletni iskalnik

v

ReSevanje diferencialnih enaéb
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Funkcionalna analiza

Pri reSevanju diferencialnih enaéb veckrat prevedemo problem na
iskanje reSitve integralske enalbe:

b
10 = [ Ky + ().
a
kjer je A konstanta, K funkcija dveh spremenljivk, ki jo imenujemo
jedro integralskega operatorja, g funkcija ene spremenljivke in f

iskana funkcija.
Definiramo preslikavo

b
T(h)(x) = A / K(x, y)h(y)dy + g(x).
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Funkcionalna analiza

Resitev prejsnje enalbe je natanko negibna to¢ka preslikave T.
Ce je T skréitev, potem ima T negibno tocko.
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Funkcionalna analiza

Normiran prostor

Pri metri¢nih prostorih povemo samo, koliko je razdalja med dvema
elementoma, ne povemo pa, kako velik je posamezen element.

V normiranih prostorih vsakemu elementu priredimo neko vrednost.
Norma je posplositev absolutne vrednosti.
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Funkcionalna analiza

Definicija
Naj bo X realen vektorski prostor. Norma || .|| je preslikava iz
prostora X v [0,00), za katero veljajo naslednje lastnosti:

> ||x|| > 0 za vsak x € X

» x| =0 x=0 xeX

> Jlax]| = [al ]l x € X, a € R

> |Ix +yl < |IxIl + llyll, x,¥ € X (trikotniska neenakost)
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Funkcionalna analiza

Definicija
Vektorski prostor z normo imenujemo normiran prostor.
Trditev
Vsak normiran prostor z normo || .|| je tudi metri¢ni prostor z
metriko

d(x,y) =[x — yll.
Opomba

Ni pa vsak metri¢ni prostor tudi normiran prostor.
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Funkcionalna analiza

Opomba
Za metriko porojeno (inducirano) z normo velja

d(x+z,y +z) = d(x,y)

Translacijsko invariantna metrika
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Funkcionalna analiza

Definicija
Poln normiran prostor imenujemo Banachov prostor.
Primer
Vektorska p-norma za n-dimenzionalni vektorski prostor
> [[(x1,...,xn)|l1 = |x1] + ... + |xn|, 1-norma
1
> Oyl = Va4 el = (2T xl?) 2,
2-norma ali Evklidska norma

1
> G xa)llp = K/ alP £ banlP = (27 |xilP)?,
p-norma

> ||(x1,. .., %n)|looc = Maxj=1,._n|X;|, maksimum norma
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Funkcionalna analiza

Primer
Prostori integrabilnih funkcij na intervalu [a, b] s p-normo:

1

b »
I = ([ 1¢eorax)
Pozor, to ni normal

Definiramo ekvivalen&ne razrede - identificiramo funkcije, ki se
razlikujejo samo na mnozici z " mero” 0.
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Funkcionalna analiza

Linearni operatorji

Definicija
Naj bo X linearni prostor in T: X — X. Preslikava T je linearni
operator, ¢e velja

T(ax+By) =aT(x)+B8T(y)

zavsak x,y € X in a, 8 € R.
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Funkcionalna analiza

Primer

Naj bo Cs(R) prostor vseh neskonZnokrat odvedljivih realnih
funkcij.

Potem je odvajanje T, torej T(f)(x) = f’(x), linearni operator na
prostoru C(R).

T(f+8)(x) = (f +8)'(x) = '(x) + &'(x) = T(F)(x) + T(g)(x).
T(af)(x) = (af) (x) = af(x)
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Funkcionalna analiza

Primer
Naj bo X prostor vseh integrabilnih realnih funkcij.
Potem je integriranje T, torej T(f = [ f(x)dx, linearni

operator na prostoru X.
T(F +8)(x) = [(F + g)(x)ax = [ F(x)ax + [ glx)ee =
T()() + T(g)()

x) = [af(x)dx = a [ f(x)dx = aT(f)(x)
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Funkcionalna analiza

|zrek
Naj bo X n-dimenzionalen prostor in Y m-dimenzionalen prostor.
Potem lahko vsako linearno preslikavo T : X — Y zapisemo v

a1l ... din
matri¢ni obliki T = oo, . Linearna preslikava T
dml -.-- dmn
preslika vsak element x = (x1,...,xp) € X v prostor Y kot
dil1 ... din X1

matri¢no mnoZenje T(x) =

dml --- dmn Xn
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Funkcionalna analiza

Naj bo T: X — Y linearni prostor. Zaloga vrednosti linearnega
operatorja T, ki jo ozna¢imo Im T, je linearni prostor. Jedro
linearnega operatorja T, ki jo oznac¢imo Ker T, torej mnoZica vseh
tistih x € X, ki jih T preslika v ni¢, je prav tako linearni prostor.
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Funkcionalna analiza

Definicija

Naj bosta X in Y normirana prostora in T: X — Y linearna
preslikava. Linearna preslikava T je omejena, ¢e obstaja neka
konstanta C > 0, tako da je

1Tl < Clix]]

za vsak x € X.

Opomba
Omejena linearna preslikava slika omejene mnoZice v omejene
mnoZzice.
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Funkcionalna analiza

Ce je C > 0 taka konstanta, da je || Tx|| < C||x|| za vsak x € X,
potem tudi za vsako konstanto K > C velja omenjena neenakost.
Zanima nas najmanj$a konstanta, za katero velja neenakost.

To konstanto bomo oznatili s || T|| in pokazali, da je to norma na
prostoru omejenih linearnih operatorjev.
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Funkcionalna analiza

Definicija

Naj bo B(X, Y) prostor vseh omejenih linearnih operatorjev, ki
slikajo iz prostora X v prostor Y.

Potem je s predpisom

| Tx|]
[T|= -sup = sup ||Tx||
xexx20 X[ xex|x|=1

definirana norma na prostoru omejenih linearnih operatorjev.

Gregor Dolinar Izbrana poglavja iz matematike



Funkcionalna analiza

Prepri¢ajmo se, da je to res norma.
» || Tx|| >0, ||x]| > 0, torej je ””T]” > 0 za vsak x € X, zato je

tudi || T]| = SUPxeX x40 ||||X)T||| > 0.

» Ceje | T|| = supyex x40 ””X”” =0, potem je ””X”” = 0 za vsak

x € X, torej || Tx|| = 0 za vsak x € X,zato Tx = 0 za vsak

x € X, kar pomeni, da je T nicelni operator.

> [T = supcex xzo Tt = la] supxex o it = lof[| T1l-

Gregor Dolinar Izbrana poglavja iz matematike



Funkcionalna analiza

I(T+S)x]| I || +[1Sx]]
> | T+ S| = supxex xz0 TR SSUPxexx£0 T x|

< SUPxex 20 o + SUPxexxz0 it = I T+ S|

Opomba
Norma linearnega operatorja || T|| je torej najmanjse realno $tevilo,

za katero velja
[T < 1T

za vsak x € X.
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Funkcionalna analiza

Trditev
Naj bosta T in S linearna operatorja. Potem je

ITSI < IITHISH-

Dokaz
[ TSI < [[TIISxI < [ITIISHIx]-
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Funkcionalna analiza

Primer
111 = supyex,jxjj=1 IXIl = supxex jxj=1 [IX]| = 1.

Primer

Operator odvajanja ni omejen operator na prostoru vseh polinomov
na intervalu [0, 1] z maksimum normo.

Na primer, || T(x")|| = ||nx""Y|| = n||x"71|| = n.
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Funkcionalna analiza

|zrek
Naj bo T: X — X linearen operator. Potem velja:

» T je omejen natanko tedaj, ko je zvezen

» Ce je T zvezen v eni tocki, potem je zvezen povsod.
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Funkcionalna analiza

Definicija
Zozitev operatorja T: X — Y na podprostor Z C X je operator
T|z: Z — Y, definiran s predpisom
Tlz(x) = T(x)
zavsak x € Z C X.
Definicija
VloZitev operatorja T: X — Y v prostor W O X je operator
T: W — Y, za katerega velja, da je

zavsak x e X C W.
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Funkcionalna analiza

Definicija
Linearni operator f: X — R imenujemo linearni funkcional.

Linearni funkcional je poseben primer linearnega operatorja
T: X — Y, pri katerem je prostor Y = R. (Lahko je tudi Y = C).
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Funkcionalna analiza

Primer

Naj bo C(][a, b]) prostor zveznih funkcij na intervalu [a, b] z
maksimum normo. Potem je F: C([a, b]) — R, definiran s
predpisom

linearni funkcional.
PokaZimo, da je njegova norma ||F|| = b — a.
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Funkcionalna analiza

Hilbertov prostor

Naj bo X vektorski prostor. Na prostoru X x X definiramo
bilinearno preslikavo (., .), ki slika v R (ali C) in za katero velja:
» (x,x) >0, (x,x) =0 x=0
> (x+y,z) =(x,2) +(y,2)
> (ax,y) = alx,y)
> (X,y) = (y,x)
zax,y,z€ X, a € R (ali C).
Preslikavo (.,.) potem imenujemo skalarni produkt prostora X.
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Funkcionalna analiza

Definicija
Elementa x,y € X sta pravokotna, e je njun skalarni produkt
enak ni¢, torej &e velja (x,y) = 0.
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Funkcionalna analiza

Trditev
Skalarni produkt {.,.) na prostoru X porodi normo, definirano s
predpisom
X[l = v/ {x; x).
Opomba

Ker skalarani produkt porodi normo, porodi tudi metriko na
prostoru X in sicer s predpisom

dix,y) = lIx =yl = V{x =y, x—y).
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Funkcionalna analiza

Pri dokazovanju, da je ||x|| = \/(x, x) res norma, uporabimo
naslednji izrek.

lzrek (Neenakost Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky)

Naj bo (.,.) skalarni produkt na prostoru X in ||x|| = /(x, x).
Potem za poljubna x,y € X velja

Oy < iyl
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Funkcionalna analiza

Za normo porojeno s skalarnim produktom velja paralelogramsko

pravilo:
x4+ y 12+ llx = ylIZ = 2(11x]1? + [y lI)-
Primer
Prostor zveznih funkcij z maksimum normo ni porojen s skalarnim
produktom.
Definicija

Ce je prostor poln v normi, definirani s skalarnim produktom, ga
imenujemo Hilbertov prostor.
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Funkcionalna analiza

Primer
Prostor R" in C" sta Hilbertova prostora:

(X153 %n), Y1y -y ¥n)) = x1V1 + -« - + XnVn-

Primer
Prostor realnih zveznih funkcij na intervalu [a, b] je Hilbertov
prostor:

b
(Fg) = / F(x)g(x)dx.
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Funkcionalna analiza

Primer

Prostor vseh tistih funkcij, za katere obstaja fab |f(x)|dx, pri
Cemer identificiramo vse funkcije, katerih razlika je enaka ni¢ skoraj
povsod (fab |f(x) — g(x)|?dx = 0), imenujemo prostor L?(a, b).
Prostor L?(a, b) je Hilbertov prostor:

| 2

b
(Fe) = / F(x)2(x)dx.
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Funkcionalna analiza

Definicija

Naj bo H Hilbertov prostor in Y C H. Potem je Y- mno¥ica vseh
tistih x € H, za katere velja (x,y) = 0 za vsak y € Y. Pravimo,
da je Y ortogonalni komplement mnoZice Y.
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Funkcionalna analiza

Primer

. -1 :0<x< 1
Nanof(x)_{ 1 :%<x§1
Dolotimo ortogonalni komplement mnoZice {f} C L»(0,1)
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Funkcionalna analiza

Definicija

Mnozica M, ki je podmnoZica Hilbertovega prostora H, je
ortogonalna, ¢e so njeni elementi paroma pravokotni, torej
(a, by = 0 za poljubna elementa a, b € M.

Definicija

Mnozica M, ki je podmnoZica Hilbertovega prostora H, je
ortonormirana, &e je ortogonalna in je norma vseh elementov enaka
1, torej (a, b) = 0 za poljubna elementa a,b € M in ||a|| =1 za
vsak a € M.
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Funkcionalna analiza

Opomba

Naj bo M ortogonalna mnoZica. Potem za njene elemente velja
Pitagorov izrek, torej ||a + b||?> = ||a||* + || b||2.
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Funkcionalna analiza

Primer
Naj bo My = {sin(nx) : n € N}, Mp = {cos(nx) : n € N} in
M = M; UM, C Ly(—m, ). Potem je M ortogonalna mnofZica.
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Funkcionalna analiza

Denimo, da je M = {e, : n € N} C H ortogonalna mnoZica in da
se da vsak element f € H zapisati kot kon&na ali neskon¢na
linearna kombinacij elementov iz M:

)
f= E Q€.
i=1

Ce obe strani enatbe pomnoZimo z €;, potem dobimo
(f,er) = (aiei, ei),

torej
<f’ € >

o = ——.
" (e, 6)
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Funkcionalna analiza

Primer
Razvoj v Fourierovo vrsto je razvoj po ortogonalnih funkcijah
sin(nx), cos(nx) na prosotoru Ly(—m, ).
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Funkcionalna analiza

Primer
Legendrovi polinomi P, so ortogonalni polinomi na prostoru
Lr(—1,1).

Po(x) = 1, Pi(x) = x, Pa(x) = %(3X2f1), Py(x) = %(5x373x),...
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Funkcionalna analiza

Primer

Hermitski polinomi H,, so ortogonalni polinomi na prostoru
. 2 .

Ly(—00,00) z utezjo e, torej

N

<2 x
2

(Hn(x)e™ 2 ,Hp(x)e"2) =0, n# m.

Ho(x) =1, Hi(x) =2x, Ha(x)=4x>—2, Hz(x)=8x>—12x,...

Gregor Dolinar Izbrana poglavja iz matematike



	Funkcionalna analiza

