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Realna 3tevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

[zrek
Stevilo \/2 ni racionalno &tevilo.

Dokaz.

Izrek bomo dokazali s protisloviem. To pomeni, da bomo privzeli,
da je v/2 racionalno $tevilo, nato pa pri tej predpostavki s
pravilnim sklepanjem prisli do protislovja. Ker bodo vsi sklepi
pravilni, na koncu pa bomo prisli do protislovja, pomeni, da bo
nasa zaletna predpostavka napacna.
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Eo s . Realna 3tevila
Stevilske mnoZice

Kompleksna 3tevila

Privzemimo torej, da je v/2 racionalno tevilo in ga lahko zato
zapisemo v obliki ulomka

V2= [—i, kjer sta a,b € N.

Lahko tudi privzamemo, da je ulomek ; okrajsan (&e ni, ga
okrajsamo). Stevili a in b sta potem tuji.
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Eo s . Realna 3tevila
Stevilske mnoZice

Kompleksna 3tevila

Enakost v/2 = % kvadriramo in dobimo

o
B2

oziroma
20 = 32

Naravno $tevilo a2 je torej sodo, kar je mogote le, &e je a tudi sodo
Stevilo. Vsako sodo Stevilo pa lahko zapisemo v obliki a = 2k, kjer

je k€N,
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Realna 3tevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Sledi, da je
2b% = a° = (2k)? = 4k>

in zato
b? = 2k>.

To pa pomeni, da je b? sodo tevilo in zato mora biti tudi b sodo
Stevilo.

Sledi, da sta tako a kot tudi b sodi $tevili.

Prisli smo do protislovja, saj smo privzeli, da sta a in b tuji Stevili.
Torej je bila zatetna predpostavka napa&na in v/2 ni racionalno
Stevilo.
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Realna stevila

Stevilske mnoZice g
Kompleksna Stevila

1.4. Realna &tevila

Videli smo, da ne moremo vsake toc¢ke na $tevilski premici
predstaviti z racionalnim Stevilom.

MnoZzica racionalnih Stevil ni polna, zato jo dopolnimo do mnoZice
realnih Stevil, ki jo ozna¢imo z R.

Formalna razsiritev ni preprosta, zato je ne bomo naredili.
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Realna Stevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

|zrek

Vsako realno stevilo je predstavljeno z natanko eno tocko na
Stevilski premici in vsaka tocka na Stevilski premici predstavlja
natanko eno realno Stevilo.

Torej obstaja bijektivna preslikava med mnoZico realnih Stevil in
mnozico to¢k na Stevilski premici.
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Realna stevila

Stevilske mnozice g
Kompleksna 3tevila

MnoZzica realnih $tevil R je urejena. Za realni tevili a in b velja, da
je a < b, &e je Stevilo a na Stevilski premici levo od $tevila b.
Zapis$imo nekatere podmnoZzice realnih Stevil, definirane s pomocjo

urejenosti:
» (a,b) = {x:a < x < b}, odprti interval,
» [a,b] = {x:a < x < b}, zaprti interval,
» [a,00) = {x : a < x}, zaprti poltrak,
» (—o00,b) = {x: x < b}, odprti poltrak.
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Realna Stevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Kljub temu, da vseh to¢k na Stevilski premici ne moremo predstaviti
z racionalnimi $tevili, pa lahko poljubno blizu kateregakoli realnega
tevila na Stevilski premici najdemo neko racionalno Stevilo.

To lahko storimo na primer z metodo bisekcije.

Naj bo r € R poljubno realno Stevilo ter a in b taki racionalni
Stevili, da je a < r < b. Naj bo € > 0. Potem obstaja tako
racionalno Stevilo c € Q, daje —e < r—c<e.

Pravimo, da je mnoZzica racionalnih Stevil gosta.
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Realna Stevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnoZice

Ce je
re R\ Q,

potem pravimo, da je r iracionalno Stevilo.
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Realna Stevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Kako zapisemo realno $tevilo?

Realna $tevila obi¢ajno zapisemo v decimalni obliki.
Baza decimalnega sistema je Stevilo 10.

V tem primeru r € R zapiSemo v obliki

r=an-10"+...4a;-104+ag+ b -1071 +....
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Realna Stevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Lahko pa je baza tudi kaksno drugo Stevilo, najveckrat se uporablja
za bazo Stevilo 2, redkeje tudi 8 ali 16.
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Eo s . Realn: vill
Stevilske mnoZice (Al Bl

Kompleksna 3tevila

Primer
Zapisimo v binomskem zapisu realno Stevilo 21.7.
Najprej pretvorimo celi del Stevila:

» najvedja potenca Stevila 2, ki je manjsa ali enaka 21, je
24 =16, torej 21 =1-2% + 5.
» najveja potenca &tevila 2, ki je manj%a ali enaka 5, je 22 = 4,
torej 21 =1-2*4+0-234+1-22 +1.
» najveja potenca &tevila 2, ki je manj%a ali enaka 1, je 20 =1,
torej 21 =1-2*40-234+1-224+0-21 41.20,
Izraunali smo, da je
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Eo s . Realn: vill
Stevilske mnoZice (Al Bl

Kompleksna 3tevila

Primer
Pretvorimo 3e neceli del Stevila:
» najvedja potenca Stevila 2, ki je manjSa ali enaka 0.7, je
271 =1=05 torej 0.7=1-2"1+0.2.
» najvedja potenca Stevila 2, ki je manjsa ali enaka 0.2, je
273 =10.125, torej 0.7 =1-2"1 +0-272 +1-273 +0.075.
» najvedja potenca Stevila 2, ki je manjsa ali enaka 0.075, je
2=% = 0.0625, torej
07=1-2714+0-2724+1-2734+1.27% 4 0.0125.
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Realna Stevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Primer
Opazimo, da $tevilo 0.7 nima kon&nega binarnega zapisa,

Torej
21.7(30) = 10101.10111.. .3y .
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Realna Stevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Na mnozici realnih $tevil R definiramo absolutno vrednost realnega
Stevila r € R s predpisom:

lrl=r, Cje r>0

|r|=—r, Ceje r<0.
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Realna Stevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Naj bo ¢ > 0. Potem je

la| < ¢

natanko tedaj, ko je

—c<a<c.

Dokaz. Ceje a>0, je a= la| < ¢, e pajea<o,je
—a=lal <c, torej —c < a.
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Realna Stevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Naj bo ¢ > 0. Potem je

Ix —al <c

natanko tedaj, ko je

a—c<x<a+c.

Gregor Dolinar Matematika 1



Realna Stevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Za absolutno vrednost veljajo naslednje lastnosti:
> |a- bl =al - [b|
> | —al =
» |a+ b| < |a| + |b|, trikotniska neenakost
> |la] —[b]] < a— bl
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Eo s . Realn: vill
Stevilske mnoZice (Al Bl

Kompleksna 3tevila

Dokaz. Neenakost
|la|] — [b]] <|a— b

bomo pokazali tako, da bomo preverili, da je
—|a—b| <a| —[b] < |a— bl

Zapisemo
|al = |a— b+ b[ <[a—b| +|b],

torej je
ja = |b| < |a— bl.
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Realna Stevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Podobno zapisemo
b =[b—a+a|l <|b—al+]al,

torej je
—|b—af = —[a—b| < |a| —|b].
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Eo s . Realn: vill
Stevilske mnoZice (Al Bl

Kompleksna 3tevila

Primer
Pois¢i vse vrednosti x, za katere velja

|x — 5| < 2.
Velja |x — 5| < 2, torej je
—2<x—-5b<?2
in zato
3<x<T.
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Realna 3tevila

Stevilske mnozice el
Kompleksna 3tevila

1.5. Kompleksna $tevila

Hitro se prepricamo, da nobeno realno $tevilo ni resitev enabe
x? = —1.

To je eden izmed motivov, da razSirimo mnoZzico realnih Stevil do
mnozice kompleksnih $tevil.
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Realna 3tevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Spomnimo se, da smo ulomek definirali kot urejeni par celih Stevil
2, prvo celo 3tevilo a je Stevec, drugo celo Stevilo b pa imenovalec
ulomka.

Podobno definiramo kompleksno $tevilo kot par realnih $tevil

(a, b), prvo realno 3tevilo a imenujemo realni del, drugo realno
Stevilo b pa imaginarni del kompleksnega Stevila.

Kompleksni stevili (a, b) in (c, d) sta enaki natanko tedaj, ko imata
enaka realna dela in enaka imaginarna dela, torej a=cin b=d.
MnoZico kompleksnih tevil ozna¢imo s C. Torej je

C={(a,b):a,beR}.
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Realna 3tevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Vsako realno Stevilo a € R lahko predstavimo kot kompleksno
Stevilo (a,0), torej je R C C.
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Realna 3tevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Na mnozici kompleksnih Stevil definiramo:

> operacijo seStevanja s predpisom

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d)

> operacijo mnozenja s predpisom
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Hitro lahko preverimo, da sta tako definirani operaciji asociativni,
komutativni in distributivni.
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Realna 3tevila
Kompleksna 3tevila

Stevilske mnozice

Preverimo na primer asociativnost mnozenja:

((a,b) - (c,d)) - (e,f) = (ac — bd,ad + bc) - (e, f)
= ((

ac — bd)e — (ad + bc)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e)
= (ace — bde — adf — bcf, acf — bdf + ade + bce)

(3, b) : ((C7 d) ’ (ev f)) = (av b) : (Ce - df? cf + de)
= (a(ce — df) — b(cf + de), a(cf + de) + b(ce — df))
= (ace — adf — bcf — bde, acf + ade + bce — bdf)
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