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Zaporedja

Kdaj je zaporedje {a,} konvergentno, smo definirali s pomogjo
limite zaporedja. Velkrat pa je dobro vedeti, kdaj je zaporedje
konvergentno, tudi ¢e ne poznamo limite zaporedja.

|zrek (Cauchyjev pogoj)
Zaporedje {a,} je konvergentno natanko tedaj, ko za vsak € > 0
obstaja tak ng € N, da je

lan — antk| < €

za vsak n > ng in za vsak k € N.
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Zaporedja

Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857)

Francoski matematik, znan po rezultatih s podro¢ja kompleksne
analize.
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Zaporedja

Dokaz
Dokazali bomo implikacijo samo v eno smer.
Naj bo zaporedje {a,} konvergentno in naj bo A = lim,_ an.
Naj bo € > 0 poljuben. Potem obstaja tak indeks ng, da je
lap — Al < % za vsak n > ng.

Ce je n > ng in k € N poljuben, potem je tudi n+ k > ng in zato

€ .
]an+k—A\<§ za n>ng in keN.
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Zaporedja

Sledi

|an - an—i—k| = |an —A+A-— an—i—k| < |an *A| + |A — dn+k

Izrek pove, da je zaporedje konvergentno natanko tedaj, kadar
lahko za vsak € > 0 najdemo tak indeks ng, da se poljubna ¢&lena
zaporedja z indeksom vedjim od ng razlikujeta za manj kot ¢.
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Zaporedja

Opomba

Naj bo zaporedje {a,} konvergentno in naj bo {b,} zaporedje, ki
se od zaporedja {a,} razlikuje v kon&no mnogo &lenih. Potem je
tudi zaporedje {b,} konvergentno in ima enako limito kot
zaporedje {a,}.
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Zaporedja

Racunanje z zapored;ji

Naj bosta {a,} in {b,} konvergentni zaporedji.

Potem velja:

» lim (a, + b,) = lim a,+ lim b,
n—oo n—oo n—oo

> lim (an— by) = lim a,— lim b,
n—o0 n—o0 n—o0

» lim (a,b,) = lim a, lim b,
n—oo n—oo n—oo

» lim (cap) =c lim a,
n—o0 n—o0
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Zaporedja

Ce dodatno velja %e, da je b, # 0 za vsak n € N in je
limp— oo by # 0, potem velja tudi

lim a,

> lim 2 =122

n—oo b, lim b,
n—o0
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Zaporedja

! +1_ 4n —4n+1+1
im ~————————=|im
n—oo (2n+1)(n+1) n—oo 2n2+3n+1

. 4 2
_%+%_ lim (4——+?)

= lim = n=o0 g i
240t lim (242 + =)
n—o00 n n2
. . 4 ) 2
im 4— lim —+ lim — 4
— n—00 n—oo N n—oo n —_ =2
3 1
im 24+ lim — + lim — 2
n—oo n—oo N n—oo N
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Zaporedja
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Zaporedja

V nadaljevanju bomo s pomo&jo zaporedij definirali potenco
realnega Stevila z iracionalnim eksponentom. Pri izpeljavi bomo
potrebovali naslednji rezultat.

Izrek (Bernoullijeva neenakost)

Za vsako pozitivno Stevilo x in vsako naravno stevilo n > 1 velja
neenakost

(1+x)">14 nx.
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Zaporedja

Dokaz

Izrek dokaZemo z matemati¢no indukcijo. Naj bo x > 0 poljuben.
Najprej pokaZemo bazo indukcije.

Za n =2 je leva stran neenakosti enaka (1 + x)?> = 1 + 2x + x2,
desna stran neenakosti pa 1 + 2x.

Ker je x > 0, je tudi x*> > 0 in zato (1 + x)? > 1 + 2x.
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Zaporedja

PokaZimo Se indukcijski korak.

Denimo, da Bernoullijeva neenakost velja za nek n.

Potem velja tudi (1 + x)"™ = (1 4+ x)(1 +x)" > (1 + x)(1 + nx)
=14nx+x+nx*>>14+(n+1)x,

kjer smo pri prvi neenakosti upostevali indukcijsko predpostavko,

da je (1 + x)" > 1+ nx, pri drugi neenakosti pa, da je nx> > 0.

Po matemati¢ni indukciji potem sledi, da velja Bernoullijeva

neenakost za vsako naravno Stevilo n > 1.
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Zaporedja

Trditev
Naj bo c poljubno realno stevilo. Definiramo zaporedje

ap=c".

Potem je

lim a,= lim c”:{o Hel <1

n—00 n—o00 1 :c=1

Za vse ostale vrednosti Stevila ¢ pa je zaporedje {a,} = {c"}
divergentno.
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Zaporedja

Dokaz

Ce je ¢ > 1, potem pisemo ¢ = 1 + x, kjer je x > 0. Potem je po
Bernoullijevi neenakosti ¢" = (1 + x)" > 1 + nx, to pa je
neomejeno zaporedje, saj gre za vsak pozitiven x z naras¢ajo¢im n
Stevilo 1 + nx Cez vse meje. Torej je v tem primeru limp_, o ¢" = o0.
Ce je c = 1, je zaporedje c" = 1 konstantno in zato konvergentno
z limito 1.

Ce je —1 < ¢ < 1, potem definiramo b = |%| Ker je b > 1, je
zaporedje b" po prejsnjem neomejeno. Sledi, da je lim, ., c” = 0.
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Zaporedja

Za ¢ < —1 je neskon¢no &lenov vejih ali enakih 1 in neskonéno
¢lenov manjsih ali enakih —1. Torej v tem primeru zaporedje ni
konvergentno.
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Zaporedja

Trditev

Naj bo ¢ poljubno pozitivno stevilo. Definiramo zaporedje

1
ap,=cn = +/c.
Potem je

. .1 .
lim a, = lim crn = lim V/c=1.
n—o00 n—o0 n—oo
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Zaporedja

Dokaz

Naj bo ¢ > 1. Potem pri izbranem n € N, n > 1, definiramo
x:c;nl>0inpi§emoc:1+nx.

Po Bernoullijevi neenakosti velja

c—1\" c—1
1+ >1+n- =c>1,
n n

torej je
c—1
n

> /c> 1.

Ker je limita levega in desnega zaporedja v neenakosti enaka 1, je
1 tudi limita srednjega zaporedja.

1+
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Zaporedja

Ce je c = 1, je trditev o&itna.
Ce pa je 0 < ¢ < 1, potem definiramo b = % > 1. Potem je
limp—00 Vb =1 in zato

1
limp_oo/c = lim =1.

1
n~>oo\’yl_) o ||m \75

n—oo
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Zaporedja

Opomba

Zaporedje {a,}nen, an = v/n, je konvergentno in velja

lim /n=1.

n—o00
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