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Hiperboli¢ne funkcije Hiperboli¢ni sinus
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hiperboli¢ni kosinus
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in hiperboli¢ni tangens
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Za hiperboli¢ne funkcije veljajo podobne zveze, kot za kotne
funkcije, na primer
» sinh(2x) = 2sinh x cosh x
» cosh(2x) = cosh? x + sinh? x
» cosh?x —sinh?x =1
Opomba
Parametri¢no podana krivulja x = cosh t, y = sinh t je v implicitni

obliki podana z enatbo x? — y? = 1, kar je enatba hiperbole (od
tod takno ime funkcij).
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Area funkcije Tudi za hiperboli¢ne funkcije bi radi izradunali
njihov inverz.

Hiperboli¢ni sinus in hiperboli¢ni tangens sta strogo naraséajoci
funkciji, torej injektivni, zato njuna inverza obstajata povsod.

Pri hiperboli¢nem kosinusu pa se omejimo na interval [0, 00), kjer
je hiperboli¢ni kosinus strogo narasfajola funkcija.
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Izraunajmo inverzno funkcijo hiperboli¢nega sinusa, torej funkcije

. X_ a—X
y =sinhx = £=F—

2
Zamenjamo vlogo x in y, preoblikujemo izraz, tako da dobimo

kvadratno enacbo glede na spremenljivko ¥, reSsimo kvadratno
enacbo in dobimo, da je le ena resitev pravilna

y = log(x + V1 + x?) = Arsinh x.

Gregor Dolinar Matematika 1



Podobno lahko izpeljemo area funkciji tudi za hiperboli¢ni kosinus
in hiperboli¢ni tangens:

Arcosh x = log(x + Vx2 —1), x>1

1+ x
1—x

1
Artanhx = 5 log , Ix] <1
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Elementarne funkcije delimo na dve veliki skupini: na algebrai¢ne
funkcije in na transcendentne funkcije.

Definicija
Funkcija y = f(x) je algebrai¢na, ¢e so njene vrednosti reitve
enalbe

An(X)y" + An_1(x)y" 4 ..+ Asx(x)y? + A1(x)y + Ao(x) = 0,

kjer so A; dani polinomi, torej
A,‘(X) = a,-7,,x” + a,-,n_lx”*1 + ...+ ai1x+ aip.
Ce funkcija ni algebrai¢na, potem pravimo, da je transcendentna.
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Opomba
Algebraiéne funkcije so z enaébo

An()y" + An-1(X)y" T 4 Ax(X)y? + Ar(x)y + Ao(x) = 0

podane implicitno. V nekaterih primerih pa s tako enacbo ni
definirana nobena realna funkcija.
Na primer, y?> + x> 4+1=0.
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Primeri algebrai¢nih funkcij:

» Ceje Ai(x) =0 zavsak i > 1in Aj(x) = —1, potem je
f(x) = Ao(x) polinom.

_ Ao(x)
A1(x)

» Ce je Aj(x) =0 za vsak i > 1, potem je f(x) =
racionalna funkcija.

» Ce je Ai(x) = 0zavsak i > 2, Ax(x) = —1in A;(x) =0,
potem je med reSitvami enabe —y? + Ag(x) = 0 tudi

kvadratni koren polinoma f(x) = \/Ao(x).

Od obravnavanih funkcij so:

» algebrai¢ne funkcije: polinomi, racionalne funkcije in kvadratni
koreni

» transcendentne funkcije: eksponentne, logaritemske, kotne,
ciklometri€ne, hiperboli¢ne in area funkcije
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Funkcije

Limita funkcij

Definicija
Naj bo f: D — R, D C R. Stevilo A je limita funkcije f v totki
xp € D, e za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da je

If(x) — Al <e
za vsak x # xg, za katerega je |x — xg| < 4.
To pisemo

X||_>n?<0 f(x) = A.
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Opomba

Limita funkcije f v to¢ki xg ni odvisna od vrednosti funkcije f v
tocki xp.
Lahko je

> limy_y, F(x) = f(x0)
> limy_y, F(x) # f(x0)
> limy_,x, f(x) obstaja, funkcija f pa v tocki xp ni definirana.
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limy_sx, F(x) = f(x0)
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limy—yx, F(x) # f(x0)
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Funkcije

limy_,x, f(x) obstaja, funkcija f pa v tocki xp ni definirana.

e
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Definicija
Naj bo f: D — R, D C R. Stevilo A je limita funkcije f, ko gre x
proti oo, e za vsak € > 0 obstaja tako Stevilo M € R, da je

If(x) — Al <e
za vsak x > M.
To pisemo
X|I_)n;l>o f(x) = A
Podobno definiramo
lim  £(x).
X——0Q
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Definicija
Naj bo f: D — R, D C R. Pravimo, da je oo limita funkcije f, ko
gre x proti xp, ¢e za vsak M € R obstaja tak § > 0, da je

flx)y>M
za vsak x # xp in |x — xp| < 4.
To pisemo
XILrT(O f(x) = oo.
Primer

lim log x = oo.
X—00
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Podobno kot pri limitah zaporedij tudi pri limitah funkcij pokazemo
lastnosti, ki veljajo za racunanje limit.

i (F(x) + £(6)) = Mg F(x) + limssxg ()

> limy o (F(X) - g(x)) = limy_x, F(x) - limy_sx, g(x)
> limy sy % = %, kjer je g(x) # 0 za vsak x iz neke
okolice xp.
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lzrek (sendvit izrek)
Ce je
f(x) < g(x) < h(x)

za vsak x # xy iz neke okolice xg in je

lim f(x) = lim h(x) = A,

X—rX0 X—rX0
potem je tudi
lim g(x) = A.

X—X0
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