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Trditev

Zvezna funkcija f: [a, b] — R na intervalu [a, b] doseZe svojo
natan¢no zgornjo mejo in svojo natan¢no spodnjo mejo.
Torej obstajata xm,xm € [a, b], tako da je

f(Xm) = infxe[a,b]f(x)
in
f(xm) = Supxe[a,b]f(x)'
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Funkcije
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Dokaz
Zvezna funkcija je na zaprtem intervalu omejena, zato obstajata
njena natancna spodnja meja m in natanéna zgornja meja M.
Denimo, da ne obstaja tako stevilo x,, da je f(xm,) = m. Potem je
f(x)#m za vsak x € [a, b]. Potem pa je funkcija
g(x) = f(x) > 0 zvezna in zato omejena na [a, b).
Naj bo M natancna zgornja meja funkcije g Potem je

“— < Mg in zato f(x) > m+ Mg, protislovje.
Podobno okazemo obstoj xp.
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Trditev

Zvezna funkcija f: [a, b] — R na intervalu [a, b] zavzame vsako
vrednost med svojo natancno spodnjo mejo m in svojo natanéno
zgornjo mejo M.

Torej za vsak t € [m, M] obstaja nek x; € [a, b|, tako da je

f(xe) =t
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Funkcije
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Dokaz

Naj bo t € (m, M). Definiramo funkcijo g(x) = f(x) — t na
intervalu s krajis¢ima x,, in x;.

Potem je g(xm)g(xm) < 0, zato obstaja to¢ka x;, tako da je
g(x¢) =0, torej f(x) = t.
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Definicija
Naj bo f: D — R, D interval. Funkcija f je enakomerno zvezna na
D, &e za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da je

[f(x) = fly)l <e

za vsaki Stevili x,y € D, za kateri velja |x — y| < 0.
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Pri prouéevanju funkcij nas obi¢ajno zanima, kako se funkcija
spreminja, ali njene vrednosti naras¢ajo, padajo, kako hitre so te

spremembe, ...
Kako hitro se vrednosti funkcije f(x) spreminjajo v odvisnosti od
spremenljivke x, lahko preverimo s pomo&jo odvoda.
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Naj bo f: (a,b) — R in xo € (a, b). Ko se vrednost spremenljikve
Xp poveta za h na xg + h, se vrednost funkcije spremeni za

f(Xo + h) - f(Xo).

Funkcija se tem hitreje spreminja, &im ve¢ja je sprememba
vrednosti funkcije pri ¢&im manjsi spremembi neodvisne
spremenljivke, torej ¢im vet je f(xp + h) — f(xo) pri &im manjsi
spremembi spremenljivke xg + h — xg = h.
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Odvod

f(xo+ h); :
@ %f(xo—i-h)—f(xo)
XO) b 4
e

Xy
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Hitrost spreminjanja nam pove kvocient

f(x0 + h) — f(x0)
p ,

ki se imenuje diferen¢ni kvocient funkcije f v tocki xg.
Diferenéni kvocient je enak smernemu koeficientu premice skozi
tolki (Xo, f(Xo)) in (Xo + h, f(Xo + h))
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Definicija

Naj bo f: (a,b) — R in xo € (a, b). Ce obstaja limita diferentnega
kvocienta funkcije f v totki xp € (a, b), ko gre h proti ni¢, potem
pravimo, da je funkcija f odvedljiva v tocki xg. Vrednost te limite
imenujemo odvod funkcije f v toki xp in ga oznat&imo f'(xp).
Torej je

f(x0 + h) — f(xo)

>
1
o
>
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Definicija
Premico skozi totko (xp, f(xp)) s smernim koeficientom f’(xp)
imenujemo tangenta na graf funkcije y = f(x) v tocki (xo, f(x0))-

y

201 Xo X
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Definicija
Funkcija f je odvedljiva v tocki xg, &e za vsak € > 0 obstaja tak
40 >0, da je

za vsak h # 0, za katerega velja |h| < 4.
Ce je f odvedljiva v vsaki tocki obmogja D, potem pravimo, da je
f odvedljiva na obmo&ju D.

— f/(Xo)‘ < €

f(x0 + h) — f(x0)
h
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Primer
Izratunajmo po definiciji odvod funkcije f(x) = x* + x.
f(x+ h)—f(x)

f'(x) = li
(x) hTO h
— lim (x+h)2+(x+h)—(x2+x)
 h—0 h

i X2+ 2xh+h2 +x+h—x%2—x
= lim

h—0 ) h

2xh + h?> + h

Cim 20D kb b 1) = 2x 4 1
h—0 h h—0
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