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Nedologeni integral

Integral trigonometri¢nih funkcij

Naj bo R racionalna funkcija sinusov in kosinusov, torej v $tevcu in

imenovalcu nastopata polinoma sinusov in kosinusov (na primer
2

sin® x cos x—4 cos x )
3 cos* x—sinxcosx+17/°

Potem znamo integral [ R(sinx,cos x)dx z univerzalno

substitucijo pretvoriti v integral racionalne funkcije, ki se ga da
vedno resiti.
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Nedologeni integral

Uvedemo univerzalno substitucijo

t=t X
= tan -.
2
Funkciji sinus in kosinus moramo izraziti s t, to je s tan 7.
H X X
X 2sin 5 cos 5 2t

. . X
sinx = 2sin — cos — = =

2 2 5in2§+cos2§_1+t2’

s X . ,x cos?X—sin?% 12
CosX = cos” = —sin = = ——= e = 5-
2 2 sin® 3 4 cos? 3 1+t
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Nedologeni integral

Dologiti moramo $e zvezo med dx in dt.
Ker je t = tan 3 in zato x = 2arctan t, je

2dt

dx = ——.
x 1+ ¢t2

Dobimo

_ 2t 1—t2 2dt
/R(S|nx,cosx)dx:/R(1+t2,1+t2)1+t2’

kar pa je integral racionalne funkcije spremenljivke t, ki se ga da
izralunati.
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Nedologeni integral
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Nedologeni integral

Opomba

Veckrat pridemo pri racunanju integralov trigonometri¢nih funkcij s
kakdno drugo substitucijo, ki ni univerzalna, hitreje do reSitve.
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Nedologeni integral

Integral funkcij oblike sin™ x cos” x.

Naj bosta m in n nenegativni celi Stevili. Radi bi izracunali integral
/sinmxcos” xdx.

Lo¢imo dva primera.

Ce je m ali n liho Stevilo, na primer m = 2k + 1, potem za novo
spremenljivko izberemo u = cos x.

Potem je du = —sinxdx in

sin?k x = (sin2 x)k = (1 — cos® x)k = (1 — v?)X.

Dobimo integral polinoma v spremenljivki u

/sinmxcos"xdx = /sianxcos"xsinxdx: /(1—u2)ku"(—du).
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Primer
Izratunajmo integral

/ sin3 x cos® xdx.
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Nedoloteni integral

Ce sta m in n sodi Stevili, potem izratunamo integral
/sin’"xcos” xdx

tako, da ga preoblikujemo v integral sinusov in kosinusov s

m n
po.tencama 5 In 3. .
Pri tem uposStevamo zvezi:
i 1 — cos(2x) . 1 4 cos(2x
sinx = # in cos® x = #

2 2
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Nedologeni integral

Primer

sin® xdx
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Nedologeni integral

Pri ratunanju integralov oblike

/sin(ax) cos(bx)dx

upostevamo adicijske izreke.
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Nedologeni integral

Opomba
Nedolo&eni integral nekaterih elementarnih funkcij ni elementarna

funkcija, na primer
/ex2dx,

/ sin de.
X
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Nedologeni integral
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Doloteni integral

Dolo&eni integral

Naj bo f: [a, b] — R na intervalu pozitivna, zvezna in zato
omejena funkcija. Radi bi izralunali plo3¢ino med grafom funkcije
f in abscisno osjo na intervalu [a, b].

Plos¢ino bomo izradunali tako, da jo bomo aproksimirali s plos¢ino
pravokotnikov.
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Doloteni integral

Interval [a, b] razdelimo na n podintervalov [xx_1, xx|, pri Cemer je

a=xp<x3<...<x,=b.

Na vsakem podintervalu izberemo poljubno totko &k € [xk—1, Xk,
k=1,...,n
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Doloteni integral

Zmnozek
f(&k) (XK — Xk—1)

je potem enak plod€ini pravokotnika z osnovnico [xkx_1, xk] in viSino

f(Ex)-

(k)

a=2Xxo Xk—1 &) Xk b=x, X

Gregor Dolinar Matematika 1




Doloteni integral

Sestejemo plos¢ine vse takih pravokotnikov in dobimo priblizek za
plos¢ino med grafom funkcije f in abscisno osjo.

Gregor Dolinar Matematika 1



Doloteni integral

Naj bo sedaj f: [a, b] — R poljubna funkcija. Naj bo

a=xp < x1 <...<Xx,= b razdelitev intervala [a, b] in naj bo
&k € [xk—1,xx], k =1,...,n. Potem je Riemannova oziroma
integralska vsota funkcije f za dano delitev intervala [a, b] enaka

> (&) k= Xk-1)-
k=1
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Doloteni integral

Stevilo / imenujemo dolo¥eni integral funkcije f na intervalu [a, b],
Ce za vsak € obstaja tak § > 0, da je

1= A& (k= x—1)| < e,
k=1

&im je max {0k} < 0, pri Cemer je Ok = xx — Xk—1-
= o n

[ARRS}
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Doloteni integral

Ce tako &tevilo / obstaja, potem pravimo, da je funkcija f
integrabilna na intervalu [a, b] in pisemo

n

| = /b f(x)dx = lim (&) (XK — Xk—1),

6,k—0
K k=1

pri Eemer je 0 = Xk — Xk_1.
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Doloteni integral

Funkcija f je torej integrabila, ¢e obstaja limita integralskih vsot,
ko gre dolZina najdaljSega intervala proti nic.

Gregor Dolinar Matematika 1



	Nedoloceni integral
	Doloceni integral

