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Uporaba dolotenega integrala

> Plos¢ina izseka do krivulje v polarni obliki

Naj bo r = r() sklenjena krivulja, podana v polarni obliki za
¢ € [a, A].
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Uporaba dolotenega integrala

Zanima nas plo¥¢ina obmogja, omejenega s krivuljo r = r(¢) in
poltrakoma ¢ = « ter p = f.

Kot od kota « do kota (8 razdelimo na n manj$ih kotov od @,_1
do @k, pri Eemer je g = o in p, = B.

Ce so koti @i — pi_1 dovolj majhni, potem je r(px_1) = r(pk) in
plo¢ina izseka do krivulje r = r(y) je priblizno enaka plos¢ini
kroznega izseka s polmerom r(py) in kotom g — pk—_1, torej

(@0~ picn).
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Uporaba dolotenega integrala

Definiramo integralsko vsoto

n

S 5 (o) ok — k1)
k=1

in pogledamo, koliko je limita integralskih vsot, ko gre n — oo in
Yk — pk—1 — 0 za vsak k.
Ce limita obstaja, potem je plo&ina enaka

B
5=3 | (re)rde.

Gregor Dolinar Matematika 1
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Primer
Izracunajmo plo$¢ino obmodja, omejenega s krivuljo

r(¢) = sin(2¢p).
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Opomba

Ker je x =rcosp in y = rsiny, je dx = drcosy — rsinpdp in
dy = drsinp 4+ rcos pdp.

Izra¢unamo xdy — ydx in dobimo, da je

1 1
E(xdy — ydx) = Erzdgp.
lzraz 3(xdy — ydx) imenujemo diferencial plogtine in je enak

plodcini krivortnega trikotnika s koordinatami (0,0), (x,y) in
(x + dx,y + dy).
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Uporaba dolotenega integrala

» Lo¢na dolZina krivulje
Naj bo krivulja podana z zvezno odvedljivo funkcijo f: [a, b] — R.
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Uporaba dolotenega integrala

Zanima nas dolZina krivulje od tocke (a, f(a)) d totke (b, f(b)).
Na krivulji si izberemo to¢ke Ty(xk, f(xx)), k =0,...,n, pri Cemer
je xop =ain x, = b.

y

Ti—1

f(X _1) ————
fk(Xk)‘ T

a = Xp Xk—1 Xk b = Xp X

Totke povezemo z daljicami in dobimo poligonsko ¢rto, katere
dolZina je po Pitagorovem izreku enaka

S = x02 + (F () — Fls 1)
k=1
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DolZina

S 0% = xwe1)2 + (FOx) — Flxan))?
k=1

je tem boljsi priblizek dolZine krivulje, &im krajSe so razdalje med
to¢kami Tyi_q in Tg.

Razliko f(xk) — f(xk—1) s pomo&jo Lagrangeovega izreka zapisemo
na naslednji nadin

) = Fxa—1) = (k) (k= xk—1),

kjer je &k € (Xk—1,Xk)-
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Sledi, da je
S/ 0 — )2+ (FOx) — Flxan))?
k=1

=30 ok P (@00 )

—Z + (F/(€k))? (xk — Xxk—1)
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Uporaba dolotenega integrala

Definiramo integralsko vsoto

Do+ (€))% O — xe1)
k=1

in pogledamo, koliko je limita integralskih vsot, ko gre n — oo in
X, — Xk—1 — 0 za vsak k.
Ce limita obstaja, potem je dol%ina krivulje enaka

s = /ab A/ 1+ (f'(x))?dx.
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Zapidimo s = / 1+ (y'(x))2dx.

Potem je ds = /1 + (y'(x))?dx.

" d .
Zapi¥emo lahko y' = Z£, torej

ds? = dx? + dy?.
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Ce je krivulja podana v parametri¢ni obliki, torej x = x(t) in
y = y(t), potem je

o5\ _ (ox\P (dv)?
dt)  \dt dt )’
52 =x%+y2

ds = sdt = \/ X2 + y2dt,

je dolZina parametri¢no podane krivulje enaka

B
s= / VX2 + y2dt.
[e%

oziroma

Ker je
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Ce pa je krivulja podana v polarni obliki r = r(y), potem je
X =1rcosp, y =rsing in

dx , ) dy .
— =r'cosgp — rsing, —— = r'siny + rcos .
do do
Sledi
VR 32t =\ (<P + ()Pdip = [+ (7
torej

s= /B \/r2+ (r')2de.
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Primer
“x? -2 logx, x1 =1, xx=e. (s= ez+1).
4 2 4
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Primer
x=a(t—sint),y = a(l — cost), t =0, tp = 2m. (s = 8a).
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Primer
r=a(l—cosp), p1 =0, pr =2m. (s=8a).
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