Matematika I (UNI) Izpit (17. januar 2007)
RESITVE

Naloga 1 (20 tock)
Izracunajte

(—24)3.

Naj bo X
(—2i)3 = z,
kjer je z = x + iy = r(cos ¢ + isin ¢) iskano kompleksno stevilo. Enacbo potencirajmo s

3, da dobimo

—2% = 23,

Levo in desno stran dobljene enacbe zapisimo v polarni obliki:

3 3
—2i = 2(cos g + isin g),
23 = 1r*(cos 3¢ + isin 3¢).

Sleds

3 3
2(cos g + isin g) = 1%(cos 3¢ + i sin 3¢)
mn zato
rd =2,
3T
3¢ = 7—1—2/%, k=0,1,2.
Dobimo:

=V,

T 2
=—+—km, k=0,1,2
qs 2+3 Tr? 07 b )

2 2
z= \S/ﬁ(cos(g + gkﬂ') + isin(% + glmr)), k=0,1,2.
Resitev so torej tri kompleksna Stevila:

20 = V/2(cos g + isin g) = iv/2,

1
z2 = \3/5(6057E7T + i sin 7—7T) = \3/5(—@ — i),

6 2 2
11 11 3 1
2y = \:75((30577T + isin %) = %(é - 25)

Naloga 2 (20 tock)
Pokazite, da je vrsta

=~ 2
Zn(n—I—l)

n=1



konvergentna in izracunajte njeno vsoto.

NAMIG: Pri izracunu vsote vrste zapiSite splosni ¢len vrste kot razliko ulomkov.

Ocenimo 5 5
—— < —  za vsa naravna Stevila.
n(n+1) = n?
Vrsta - -
2 1
D=2
n=1 n=1

ki je majoranta za vrsto ZZO 1 —n(n2+1

clena vrste vecja od ena: o =2 > 1. Sledi, tudi vrsta

konvergira, saj je stopnja imenovalca splosnega
o0

1 n(nT konvergira.

Splosni clen vrste razcepimo na parcialne ulomke:

n(n+1) +1)

2 —A+ B An+1)+ Bn
nin+1) n n+l1  nh+1)

Izenacimo Stevca dobljenih ulomkow,
2=An+1)+ Bn=An+ A+ Bn,
i primerjagmo koeficiente pri istih potencah spremenljivke n:

koeficient prin: 0=A+ B
koeficient prin®: 2= A
Regitev sistema dveh linearnih enacb za dve neznanki je: A =2, B = —2. Sledi

o0 o0

Zl n(n+1) Z %_ 2;1(%_“1 D= 2((1—%)+(%—%)+(%—}1)+ =2

Naloga 3 (20 tock)
Poiscite vse lokalne minimume in lokalne maksimume funkcije

f(z) = arctan(cos x).

Poiscéimo stacionarne tocke funkcije f(x):

1

f,(l’) = m . (— Sil’ll‘) = O
Sledi sinx = 0 in zato

r=km keZ.



Z drugim odvodom funkcije dolo¢imo naravo (maz, min, prevoj) stacionarnih tock:

() = —cosz(1+ cos®>z) +sinz - (—2cosxsinx) _ cos z(cos?x — 3)

o (1 + cos®x)? (I +cos?2z)? '

() = cos(km)(cos?(km) — 3) _ (—1)F(1 —3) _ (—1)k+ _ _%7 & sod
(1 + cos?(km))? (1+1)? 9 L ki

Sledi, funkcija f(x) ima vx = kn, kjer je k liho celo §tevilo, lokalne minimume, v x = km,
kjer je k sodo celo stevilo, pa lokalne maksimume. Velja:
k lih

f(km) = arctan(cos k7) = arctan((—1)") = { B b sod

Naloga 4 (20 tock)
Izracunajte posploSeni integral

/ e " (x* — 1)dz.
0

Nagprej izracunajmo nedoloceni integral
—x(,.2
/ e “(z° — 1)dx.

Uporabimo integracijo po delih (per partes):
u=12>—1 = du = 2xdz

—X

dv=¢e%dr = v=—c¢

Sleds
/e_f’s(av2 —1)dr = —e “(2* — 1) + /Qxe_f”dx.
Po ponovni integraciji po delih

u=2r = du=2dx

—x

dv=e¢"%dr — v=—c¢

dobimo rezultat

/e"’““(:z:2 —1dr = —e *(2® — 1) + (=22 + / 2¢ *dx) = —e "(2* + 22+ 1) + C.

Sedaj vstavimo meje:

/00 e (2® = 1)de = [ — e "(2® + 2z + 1)};0 = lim (—e “(2* + 20 + 1)) — (-1) = 1.

T~~>00



Naloga 5 (20 tock)
Del krivulje

1—Inz

y:
T

med z = 2 in & = e zavrtimo okrog osi z. Izracunajte volumen nastale vrtenine.

Volumen vrtenine izracunamo takole:

‘ “1-1 ! 2 1 In?2
V—7r/2 y2dx—7r/2 xnxdx—WAQ(l—u)dU—W[u—%]llﬂ—7r(§—1n2+n7).

Uvedli smo novo spremenljivko: v =Inxr — du = %dx. Pri tem so se meje integrala
spremenile:

r=2 = u=1In2,

r=e — u=1Ine=1.



