
Matematika I (UNI) Izpit (6. september 2007)
RE�ITVE

Naloga 1 (20 to£k)
Poi²£ite kompleksno ²tevilo u, ki zado²£a ena£bi

(3− i
√

3)6 =
1

2− i
u.

Najprej zapi²imo kompleksno ²tevilo z = 3 − i
√

3 v polarni obliki. Ker je x = 3 in
y = −√3, sta polarni koordinati enaki:

r =
√

9 + 3 = 2
√

3,

ϕ = arctan
−√3

3
= − arctan

1√
3

= −π

6
.

Polarna oblika je zato:
z = 2

√
3(cos (−π

6
) + i sin (−π

6
)).

Sedaj uporabimo DeMoivreovo formulo in dobimo:

z6 = (3− i
√

3)6 = (2
√

3)6(cos (−6 · π

6
) + i sin (−6 · π

6
)) = 64 · 27(cos π− i sin π) = −1728.

Sledi
−1728 =

1

2− i
u

in
u = −1728(2− i) = −3456 + 1728i.

Naloga 2 (20 to£k)
Za zaporedje s splo²nim £lenom

an = n2 − 5n + 2007

preverite, da je monotono, dolo£ite najve£ji in najmanj²i £len (£e obstajata) ter supremum
in in�mum.

Najprej preverimo, da zaporedje od drugega £lena naprej monotono nara²£a:

an+1 − an = (n + 1)2 − 5(n + 1) + 2007− (n2 − 5n + 2007) = 2n− 4 ≥ 0 (za n ≥ 2).

Velja torej:
a1 ≥ a2 in a2 ≤ a3 ≤ a4 ≤ a5 ≤ · · ·



Najmanj²i £len zaporedja in hkrati in�mum je torej

min
n≥1

an = inf
n≥1

an = a2 = 22 − 5 · 2 + 2007 = 2001.

Najve£ji £len ne obstaja, supremum pa je enak

sup
n≥1

an = lim
n→∞

(n2 − 5n + 2007) = ∞.

Naloga 3 (20 to£k)
Izra£unajte odvod implicitno podane funkcije

ysin x = ln(x2 + y2).

Izraz ysin x najprej zapi²imo v obliki, ki bo primernej²a za odvajanje:

ysin x = eln ysin x

= esin x ln y.

Odvajajmo:
esin x ln y(cos x ln y + sin x · y′

y
) =

1

x2 + y2
(2x + 2yy′).

Iz dobljene ena£be je treba le ²e izraziti odvod y′:

y′(ysin x sin x · 1

y
− 2y

x2 + y2
) =

2x

x2 + y2
− ysin x cos x ln y,

y′ =
2x

x2+y2 − ysin x cos x ln y

ysin x sin x · 1
y
− 2y

x2+y2

,

y′ =
2x− (x2 + y2)ysin x cos x ln y

(x2 + y2)ysin x sin x · 1
y
− 2y

.

Naloga 4 (20 to£k)
Nari²ite graf funkcije

f(x) =
x3 − 4x2 + x + 6

x3 + x2 + x + 1
.

Dolo£ite tudi ni£le, pole, za£etno vrednost, asimptoto in ekstreme funkcije f(x).

Razcepimo ²tevec in imenovalec v funkcijskem predpisu:

f(x) =
(x + 1)(x− 2)(x− 3)

(x + 1)(x2 + 1)
=

(x− 2)(x− 3)

x2 + 1
.
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Torej, funkcija f(x) ima dve ni£li, to sta x1 = 2 in x2 = 3. Polov nima. Za£etna vrednost
je enaka f(0) = 6. Izra£unajmo asimptoto:

(x2 − 5x + 6) : (x2 + 1) = 1 +
5− 5x

x2 + 1
.

Asimptota je torej vodoravna, dolo£ena z y = 1. Prese£i²£a grafa in asimptote dobimo kot
re²itve ena£be

(x− 2)(x− 3)

x2 + 1
= 1.

Torej, graf funkcije in asimptota se sekata v to£ki T (1, 1).
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Izra£unati moramo le ²e ekstreme funkcije f(x). Kandidati za ekstreme so stacionarne
to£ke, ki jih dobimo kot re²itev ena£be f ′(x) = 0, tj.

f ′(x) =
(2x− 5)(x2 + 1)− 2x(x2 − 5x + 6)

(x2 + 1)2
= 0.

Torej
x2 − 2x− 1 = 0

in stacionarni to£ki sta dve: x3 = 1 +
√

2 in x4 = 1 − √2. Ker je iz grafa razvidno, da
mora biti v to£ki x3 = 1+

√
2 lokalni minimum, v to£ki x4 = 1−√2 pa lokalni maksimum,

drugih odvodov ne bomo ra£unali.

Naloga 5 (20 to£k)
Izra£unajte nedolo£eni integral:

∫
(
x3 − 2x + 1

4 + x2
+

3x + 2

x2 − 1
) dx.

Prvi ulomek pod integralom najprej zapi²emo kot

x3 − 2x + 1

4 + x2
= x +

1− 6x

x2 + 4

in ra£unamo:
∫

(
x3 − 2x + 1

4 + x2
+

3x + 2

x2 − 1
) dx =

∫
(x +

1

x2 + 4
− 6x

x2 + 4
+

3x + 2

x2 − 1
) dx =

=

∫
x dx +

∫
1

x2 + 4
dx−

∫
6x

x2 + 4
dx +

∫
3x + 2

x2 − 1
dx =

=
x2

2
+

1

4

∫
1

1 + (x
2
)2

dx−
∫

3

t
dt +

5

2

∫
1

x− 1
dx +

1

2

∫
1

x + 1
dx =

=
x2

2
+

1

2
arctan

x

2
− 3 ln |x2 + 4|+ 5

2
ln |x− 1|+ 1

2
ln |x + 1|+ C

Pri tem smo vpeljali novo spremenljivko t = x2 + 4 z diferencialom dt = 2x dx in ulomek
3x+2
x2−1

razbili na parcialne ulomke:

3x + 2

x2 − 1
=

5

2

1

x− 1
+

1

2

1

x + 1
.


