Matematika I (UNI) Izpit (14. januar 2008)

RESITVE

Naloga 1 (20 tock)

Izracunajte
(—5+350)}
—— + =1
2 2
Vpeljimo oznako
= (o5 + 50
=(-5+51
Po potenciranju s 3 dobimo enacbo
1 1 1
3 N2 N2 .
22 = ( 5T 2@) 4( +1) 5

Sedaj obe strani enacbe pretvorimo v polarno obliko:
1
¥ (cos(3p) + isin(3p)) = 5 (cos(—Z) + isin(~3)).

kjer je z = r(cos +isinp). Sledi

1

r = 5 3¢ = —g+2k:7r,
kjer je k =0,1,2. Torej

1 . T 2

r:% in 90:—8+§k7r, k=0,1,2.
Iskana kompleksna stevila so tri:
1 2 2
z = 3—\/5(008(—% + gknr) + isin(—% + gknr)), k=0,1,2.

Zapisimo jih Se v kartezicni obliki:

1 T, ..., w 1 V3 1 1 ,
ZOI%<COS( 6)+ZSIH(—E)):%(7—Z§):2\75(\/5_1),
—L(cosz+ismz)—L
1_\3/5 2 2 327
1 7 7 1 1
22:7<COS—W+ZSIH%):%( g 25) ( \/g—z)
Naloga 2 (20 tock)
Poiscite n-ti odvod funkcije
1
flx) =



NAMIG: Funkcijo zapiSite s parcialnimi ulomki.

Racionalno funkcijo f(x) zapiSimo s parcialnimi ulombki:

1 1 A B _A:t:+A—|—Bx—B

fx) =

:c2—1:(:1:—1)(:z:+1) :c—1+:c+1_ (x —1)(z+1)

Ko izenacimo polinoma v Stevcih, dobimo nasledngi sistem linearnih enacb:

A+B=0
A-B=1
katerega resitev tvorita A = 5 in B = —3. Funkcijo f(x) lahko zato zapiSemo kot
1, 1 1 1
— o — -1 -1 1 -1
f@) = 3 cms — =) = 5@ =) = @+ )

1 odvajamo:

fa)= 3~ = 1)+ +1)?)

f(@) = 320 = 1) — 2z + 1))
() = %(-2 B —1)t 2.3+ 1)
() = %(2 34z —1)"—2-3-4(xz+1)7°)

Sledi n-t1 odvod
1

FO(@) = S(=1)"ml(z—1)0 (1)l 1)) = 2 (1)l

Naloga 3 (20 tock)
Dana je funkcija

x* — 81

o) = e e 3y

a.) Poiscite nicle, pole, asimptoto, ekstreme ter narisite graf funkcije f(z).

b.) Poiscite definicijsko obmodcje in zalogo vrednosti funkcije g(z) = 1/ f(x) in skicirajte
njen graf.



a.) Najprej razcepimo polinom v Stevcu:

fa) = rt — 81 (2*=9)(2*+9)  (z—-3)(z+3)(z*+9)
VT —12@+3)  2w—12@+3) 20— 12z +3)

Racionalno funkcijo sedajy zapisemo v skréeni obliki kot

(z — 3)(2? +9)
2z — 1)

fz) =

Nicla funkcije f(z), ki je resitev enacbe (x — 3)(x? +9) = 0, je realno Stevilo x; = 3
(1. stopnje).

Funkcija ima en sam pol x4 = 1 (2. stopnje), ki ga dobimo kot resitev enacbe
2(x —1)2=0.

Asimptoto dobimo, ko delimo polinom (x—3)(2®>+9) = 23 — 322+ 92 — 27 v Stevcu s
polinomom 2(x —1)? = 22* — 4z + 2 v imenovalcu: y = %m —% in ostanek je 6x —26.

Vidimo, da se graf in asimptota sekata pri xs = %

Stacionarne tocke so resitve enacbe f'(x) = 0. Odvod

, 2(x —1)(2® — 322 — 3z +45)  (x + 3)(2* — 62 + 15)
fz) = 7 = 3
4(x —1) 2(x — 1)
je enak 0 pri xy = —3. Pripadajoca funkcijska vrednost je f(—3) = —%. To je edina

stacionarna tocka.

b.) Definicijsko obmocje funkcije g(x) so vsa realna Stevila, pri katerih je funkcija f(z)
nenegativna, torej
DQ = [37 OO),

kar vidimo iz grafa funkcije f(x). Zaloga vrednosti funkeije g(x) pa je enaka [0, 00).

Naloga 4 (20 tock)
[zracunajte nedoloceni integral

/ x arctan z dzx.

Uporabimo metodo integriranja po delih:

dx

u = arctanz = du =

14 22

72
dUIIdZC:>U:7

Sledi nedolocent integral

x? 2 1
rvarctanzdr = uv — [ vdu = — arctanx — | — dr =
2 21+ 22




_ 1 3 i133
3 -1/2 /

2712 X

2 1 1 2 1 1
= %arctanx— 5/(1 1 +x2)d:v = %arctanx— Jz+ §arctan:v+0.

Naloga 5 (20 tock)
Krivuljo

1

v (2% +3)

zavrtimo okoli abscisne osi na intervalu [1, 3]. Izra¢unajte prostornino nastale vrtenine.

Prostornino vrtenine izracunamo po formuli

3 ) 3 1
V W/ly x 7T/1 @21 3) x

.. . . . 1 . . .. .
Pri izracunu nedolocenega integrala [ @2 dx st pomagamo s parcialnimsi ulomksi:

1 A Bx+C’_Ax2—|—3A+Bx2+Cx

x(2? + 3) ;+ 2 4+3 z(x? + 3)

Ko izenacimo polinoma v Stevcih, dobimo preprost sistem treh linearnih enacb za tri nez-
nanke:
A+B=0

C=0



3A=1
ki ima resitev A = %, B = —% in C'= 0. Sledi nedoloceni integral

1 =iz 1 1 [fdt 1
—— _dz= (3 3" Vdz = — In|z| —
/x(x2+3) v /(a:+x2—|—3)x 3n|x|

1
- =-Inlz|—~In|z* +3|+C
5 | % 3n\x| 6n\x + 3|+ C,

pri cemer smo v drugi del integrala uvedli novo spremenljivko t = x* 4+ 3 in dobili dt =
2x dx. Sedaj lahko izracunamo prostornino:

1 1 1 1 1 1
V:ﬂ[glnlw\—61n]:102+3|]‘;’:7r(§1n3—611112—§1n1—|—61n4):%ln?).



