Matematika I (UNI) Izpit (9. februar 2010)
RESITVE

Naloga 1 (20 tock)
Poisc¢ite vse realne resitve enacbe

Vr+2+z=2.

Najprej opazimo, da je enacba v obsequ realnih Stevil definirana, ce sta izraza pod korenom
nenegativna:

z+2>0 m x>0.
Oba pogoja sta izpolnjena, ko je x > 0.
Sedaj enacbo kvadriramo, jo ustrezno preuredimo in nato kvadriramo Se enkrat:

VI+2+vz = 2
(Vo +2+Vz)* = 4,
T+2+2VT+2Vr+z = 4,
2w +2/r = 2—2a,
Vr+2yz = 1-u,
(Ve +2vz) = (1-x)?

(z+2)r = 1-2z+2%

4r = 1,
1
T = 7

Dobljen x = i zadoSca zgornjemu pogoju x > 0, zato je resitev naloge.

Naloga 2 (20 tock)
Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom

107

an =
n!

a.) Preverite, kdaj zaporedje nara$ca in kdaj pada.

b.) Dolocite najmanjsi in najvecji ¢len zaporedja, ¢e obstajata.

c.) Dolocite natan¢no spodnjo in natan¢no zgornjo mejo zaporedja.

d.) Kaksna je limita zaporedja?

)
)
)
)

Gremo po vrsti.



a.) Naraséanje in padange zaporedja a, lahko preverimo z izracunom kvocienta

10n+1
a1 (n+1! 10"enl 10
a, 10" 10" (n+ 1) n+4+1
n!

Zaporedje bo narascalo, ko bo ta kvocient vecyi kot 1, in padalo, ko bo kvocient mangsi
kot 1. Dobimo

10 : v
1 >1 = 10>n+1 = n<9 (zaporedje narasca),
n
10
1 <1l = 10<n+1 = n>9 (zaporedje pada).
n

Prin =9 zaporedje stagnira, torej velja ag = aiq.
b.) Najvecji clen zaporedja je

1010
mgXan = Qa9 = G190 = 1—0!7
najmangsi ¢len zaporedja pa ne obstaja, saj zaporedje konvergira proti 0.
c.) Natancna zgornja meja (ali supremum) je enaka najvecjemu clenu zaporedja,

1010
Slipan = mﬁlXan = 1—0!,

natanéna spodnja meja (ali infimum) pa limiti zaporedja,

inf a,, = lim a, = 0.
n

n—oo

d.) Imenovalec n! splo§nega clena a, od nekje naprej veliko hitreje narasca kot Stevec
10", zato velja

1 n
lim a, = lim l =0.
n—oo n—oo n!
Lahko bi tudi izracunals
lim a, = lim £: lim E 10 ~-~E~E:0,
n—o0 n—oo Nl n—oo N N — 1 2 1

saj so vsi kvocienti omejeni z 0 in z 10 ter velja lim,,_, % = 0.

Naloga 3 (20 tock)
Izracunajte in klasificirajte lokalne ekstreme funkcije

f(z) =2 -1n(2z).



Poisc¢imo stacionarne tocke funkcije:
f/
(=)

Zgornja enacba tma dve resitvi:

1
(x):2x-ln(2x)+:p2-2—-2:2x-ln(2x)+x,
x
0

< 2z-In(2x)+2=0

z(2In(2z)+1) = 0
x1 =0 2In(2z)+1=0

1
In(22) = —=
n(2) = —
1
20 =€ 2
1
1’22562

Ker x1 = 0 ni v definicijskem obmocju funkcije f(x), smo dobili eno samo stacionarno
%, ki je kandidat za lokalni ekstrem. Izracunajmo Se drugi odvod funkcije:

tocko xo = %e
" 1
f (a:):2~ln(2x)—|—2x~2—~2+1:2~ln(2x)—|—3.
x
Vrednost drugega odvoda v stacionarni tocki xo je tedaj
1
£ (x2) :2-1ne*%+3:2~(—5)+3:2 > 0,

kar pomeni, da ima funkcija f(x) v tocki x4 lokalni minimum.

Naloga 4 (20 tock)
Izracunajte nedoloceni integral

/ (@ — 23;; T3

NAMIG: Polinom v Stevcu delite s polinomom v imenovalcu.

Ker je stopnja polinoma v Stevcu vecja od stopnje polinoma v imenovalcu, oba polinoma
najpre] delimo:
—13x 442
A (ZE2+1‘—6):$2_$+7+ T+
2 4+x—06
—(2* + 2* — 627)
—2% + 627
—(—2* — 2% + 62)
7r* — 6x
—(72% + Tx — 42)
—13z 4+ 42 ostanek




Torej

/<x—2§§x+3>daf - /(ﬁ‘“”@_—lz?(ﬁ?))) *

3 2P L7 +/ —13z 4+ 42 y
= _—— — xr xZ.
32 (@ —2)(z +3)

Preostali integral resimo z metodo delnih ulomkov:

—13x + 42 A B A(x+3)+ Bz —2)

@—2(13) 2-2 243  (@—-2@+3)

Ko izenacimo oba Stevca, dobimo
—13x +42 = A(z + 3) + B(z — 2)
oziroma sistem enach:

r : —13=A+ B,
¥ . 42=3A-2B,

od koder sledi A = % in B = —%. Sedaj dobimo

—13x + 42 16 8l 16 81
dr = 5 5 Jde=— -Inlz—2]——-1 3|+ C.
/(az—2)(az+3) ’ /(SL’—2+SL’—|—3) T nle =2 5 nle+3]+

Rezultat, iskani nedoloceni integral, je zato

x* 2 2? 16 81
dr = — — — +7 — -1 -2 - —="-1 3+ C.
/(:1:—2)(:5—1—3) r=g -+t~ n|r — 2| - n|z+ 3|+

Naloga 5 (20 tock)
[zracunajte plos¢ino obmodcja, ki ga omejujejo abscisna os, graf funkcije f(x) = 23 in
normala na graf funkcije f(x) v tocki 7'(2, f(2)).

Poiscimo nagprej enacbo iskane normale:

flx) = 327
kn = _l:_ ! :_ia
k@) 12
1
1 49
y = ety (normala).

Obmocje, katerega ploscino racunamo, zdaj prikazuje spodnja skica.



Vidimo, da je sestavljeno iz dveh delov: levi del obmocja (med x = 0 in x = 2) omejujeta
funkcija f(x) in abscisna os, desni del obmocja (med x = 2 in x = 98) pa ima obliko
pravokotnega trikotnika. Ploscino trikotnika izracunamo kar po znani formuli

1
SAzé-a-va:

-(98—2)-f(2):%-96-8:384.

| —

Ploscino levega obmocja pa izracunamo s pomocjo dolocenega integrala:

Sl:/OQ(f(:c)—O)da::/OQx3da:: {%4}2:4—0:4.

Rezultat je zato S = Sa + S; = 384 4+ 4 = 388.



