Matematika I (UNI) Izpit (8. september 2010)
RESITVE

Naloga 1 (20 tock)
Dolocite vsa realna Stevila, ki zado$¢ajo neenachi

1 - 1
3r—2  x+4
Neenacbo malo preoblikujmo:
1 1 > 0
3r—2 x+4 ’

(x+4)— (3z—2)

3z —2)(z+4) 0
6 —2x 0

(3x — 2)(x +4) ’
2(3—x) 0.

(3x — 2)(x +4)

Loc¢imo dve mozZnosti:

e 3—x >0 oziromax < 3:
V tem primeru neenacba velja, cée je imenovalec pozitiven, to je

(3x —2)(z+4) >0,

kar velja za x € (—oo, —4) U (3,00). Proa mnoZica resitev je zato
2
(-0 =00 G0)) N (=00.3) = (=00, -0 U 5.3)

e 3—1x <0 oziroma x > 3:
V tem primeru neenacba velja, ce je imenovalec negativen, to je
3z —2)(z+4) <0,

kar velja za x € (—4, %) Druga mnoZica resitev je zato

(~4,2) N (3,00) =0,

Resitev naloge so vsa realna Stevila iz intervala (—oo, —4) U (2, 3).

Naloga 2 (20 tock)
Poiscite vse pare kompleksnih Stevil z; in z5, ki so reSitve sistema:

S NG)

Z



Iz druge enacbe lahko izrazimo

n ga vstavimo v prvo enacbo, da dobimo:

3

G

0ziroma
3 o
zy = 2i.
To enacbo resimo z uvedno polarnih koordinat:
z1 = r(cosg+isingp),
s

T
9 — 9cos™ +isin )
i (COS2—|—Z81112)

Iz De Moivrove formule sledi enacba
73(cos 3¢ + i sin 3p) = 2(cos g + ¢sin g),

kjer mora veljati naslednge:

+ 2km, ke Z.

NI

Sledi:
r = V3

T 2
= —+—km, k=0,1,2.
(p 6+37T7 )y )

Kompleksna spremenljivka z, lahko zavzame tri razlicne vrednosti:

VD)

k=0: z%l) = %(Cos%+isin6):7(\/§+i),
3 5 V2

k=1: z§2) = %(Cos%+isin%):§(—\/§+i),
3 3

k=2: 29 = \P’/ﬁ(cos;jtisin;):—ixg/i.

Pripadajoce vrednosti kompleksne spremenljivke zo so:

W _ oA _ V2
V2 22

(V3—i)= (V3—1i),

1
2iv/2
2 A 1
@ _ =1 _ — — ) = — —1

@ _ A V21
2

ol




Naloga 3 (20 tock)

Izmed vseh pravokotnih trikotnikov z obsegom 1 poiscite tistega, ki ima najvec¢jo plosc¢ino.

Dolocite dolzini obeh njegovih katet.

Za pravokotne trikotnike z obsegom 1 velja

a+b+vVa2+b =1,

kjer sta a in b dolZini katet, c = \/a? + b?> pa dolZina hipotenuze pravokotnega trikotnika.

Ploscino pravokotnega trikotnika izracunamo po obrazcu

1
= —ab.
p 2(1

Ce iz zveze za obseg izrazimo eno spremenljivko (na primer a), postane ploscina funkcija

edine spremenljivke b. To naredimo na nasledngji nacin:

a+b+va2+b = 1,

va?+b = 1—a—>b, (enacbo kvadriramo in si zapomnimo 1 —a —b > 0)

a®+bv = (1—a—b)?
a>+ b = 1—2(a+0b)+ (a+0b)?
1—2a—2b+2ab = 0,
a(2b—2) = 2b-—1,
y - 2b—1
222
Ploscina se sedaj izraza kot
1 I (26-1)b 1 262 — b

Pt = Ty T o1

Poiscimo stacionarne tocke funkcije, ki racuna ploscino pravokotnih trikotnikov z obsegom

1 in dolZino ene katete b:
,_1_(46—1)(6—1)—(262—1))_1.2()2—46—1—1
P=y (b— 1) T4 b-12
pP=0 < 20*—4b+1=0,
4+/38 V2

=1+ —.
4 2

bio =

Pripadajoca dolZina druge katete a je tedaj enaka:

2 —1 20+¥)—-1 V2+1 V2
al = = = :1—|——_b17
2b =2 2(14¥L2) -2 V2 2
2y —1 2(1-¥)—-1 2-1 V2
200 =2 2(1-¥2) -2 V2 2



Ko preverimo, ali velja 1 —a — b > 0, ugotovimo, da temu pogoju zadosca le drugi par:

V2

CLQ:bQ:]_—T.

Ker na robu definicijskega obmocja in v tockah nezveznosti/neodvedljivosti funkcije ploséine
dobimo trikotnike z najmangso ploscino, je dobljen trikotnik z dolZzinama katet 1 — V2 eding

2
kandidat za globalni maksimum. To je torej iskan pravokotni trikotnik.

Naloga 4 (20 tock)
Narisite graf funkcije

f(z) =2 -Ina®

Dolodite Se:

e definicijsko obmodje funkcije f(z),
e nicle funkcije f(z),
e ckstreme funkcije f(z),

e zalogo vrednosti funkcije f(z).

Najprej opazimo, da lahko funkcijo f(x) zapisemo tudi drugace:
f(z) =3z -Inx.

Da bi ¢im bolj natancno narisali graf funkecije f(x), je dobro dolociti definicijsko obmocje
funkcije, izracunati nicle in lokalne ekstreme ter preveriti obnaSanje funkcije na robu
definicijskega obmocia.

e Definicijsko obmocje funkcije f(x) so vsa pozitivna realna stevila: Dy = {x € R;x >
0}.
e Nicle dobimo takole:
flx) =0,
3r-lnx = 0,
r=0 ali Inx=0,

r1=0 m x9=1.

o Kandidati za lokalne ekstreme so stacionarne tocke:

f@) = o
3lnx+3 = 0,
Inz+1 = 0,

Inz = -1,

r3 — €



Preverimo Se, ali je v dobljeni tocki res lokalni ekstrem funkcije:

3
" _°
f (.T) - {L"
e’ = 3e>0.
V w3 = e ima torej funkcija f(x) lokalni minimum. Vrednost funkcije v tej tocki

je f(zz) =3e™ 1 - Ine ! = =3e7! <.

e Preverimo obnasanje funkcije na robu definicijskega obmocja, to je pri x — 0 in

r — OQ!
lim f(z) — lim3z-Inz = lim od — : oy (—3z) =0
P RS Rt R U it A
lim f(z) = lim 3z -Inz = oco.

Sedaj lahko nariSemo graf funkicje f(z):

10+

Vidimo, da so v zalogi vrednosti funkcije f(x) vsa realna Stevila, vecja ali enaka lokalnemu
minimumu funkcije: Z; = {x € Rz > —3e~'}.

Naloga 5 (20 tock)
Izrac¢unajte plos¢ino obmodja, ki ga omejujejo graf funkcije

2x 4+ 3
(2 +1)(z —5)’

g(x) =

abscisna os ter premici z =0 in z = 2.



Ker je funkcija g(x) na intervalu [0, 2] negativno predznacena, je ploséina danega obmocja
enaka dolocenemu integralu

p:—/:g(x)dx:—/: (x2+2:i)+(x3—5)d‘”'

Izracunajmo najprej nedoloceni integral

/g(az) dx = / 2 fxl)jz;)_ 5 dx

Izraz pod integralom razbigmo na parcialna ulomka:

2 43 Az + B C
(z24+1)(z—5)  22+1 +x—5
(Az + B)(z — 5) + C(2? + 1)
(22 +1)(z —5)
(A+C)x* + (B—-5A)x+C — 5B
@+ D —5)

Koeficienti A, B, C morajo zado$cati naslednjim pogojem:

A+C = 0,
B-5A = 2,
C-5B = 3.
Regitev tega sistema linearnih enacb je: A = —%, B = —% in C = % Sedaj sledi

/ g(@)de — / E fﬁ ;;’_ 5 e
/

1/ x 1 n 1 d
= = - — x
2 24+1 2241 2x-5
1, 1 1
= —Zln(x +1)—§arctanx+§ln|x—5|+0,

pri ¢emer smo v prvi integral uvedli novo spremenljivko (t = 2?> +1 = dt = 2xdz).
Ploscina obmocja je sedaj enaka

1 1 1 ?
{Z In (2% + 1) + §arctanx— 51n|x— 5|}0 =

= 115+1 tan 2 113 111 L t 0+1l5—
= 4n 5 arctan 5 In T 5 arctan 5 5=
3 1

1
= Z1115 — §ln3+ §arctan2.



