
Matematika I (UNI) Izpit (8. september 2010)RE�ITVENaloga 1 (20 to£k)Dolo£ite vsa realna ²tevila, ki zado²£ajo neena£bi
1

3x − 2
>

1

x + 4
.Neena£bo malo preoblikujmo:

1

3x − 2
− 1

x + 4
> 0,

(x + 4) − (3x − 2)

(3x − 2)(x + 4)
> 0,

6 − 2x

(3x − 2)(x + 4)
> 0,

2(3 − x)

(3x − 2)(x + 4)
> 0.Lo£imo dve moºnosti:

• 3 − x > 0 oziroma x < 3:V tem primeru neena£ba velja, £e je imenovale
 pozitiven, to je
(3x − 2)(x + 4) > 0,kar velja za x ∈ (−∞,−4) ∪ (2

3
,∞). Prva mnoºi
a re²itev je zato

(

(−∞,−4) ∪ (
2

3
,∞)

)

∩ (−∞, 3) = (−∞,−4) ∪ (
2

3
, 3).

• 3 − x < 0 oziroma x > 3:V tem primeru neena£ba velja, £e je imenovale
 negativen, to je
(3x − 2)(x + 4) < 0,kar velja za x ∈ (−4, 2

3
). Druga mnoºi
a re²itev je zato

(−4,
2

3
) ∩ (3,∞) = ∅.Re²itev naloge so vsa realna ²tevila iz intervala (−∞,−4) ∪ (2

3
, 3).Naloga 2 (20 to£k)Poi²£ite vse pare kompleksnih ²tevil z1 in z2, ki so re²itve sistema:

z2
1 · z2 =

√
2,

z1

z2
= i

√
2.



Iz druge ena£be lahko izrazimo
z2 =

z1

i
√

2in ga vstavimo v prvo ena£bo, da dobimo:
z3
1

i
√

2
=

√
2oziroma

z3
1 = 2i.To ena£bo re²imo z uvedno polarnih koordinat:

z1 = r(cos ϕ + i sin ϕ),

2i = 2(cos
π

2
+ i sin

π

2
).Iz De Moivrove formule sledi ena£ba

r3(cos 3ϕ + i sin 3ϕ) = 2(cos
π

2
+ i sin

π

2
),kjer mora veljati naslednje:

r3 = 2,

3ϕ =
π

2
+ 2kπ, k ∈ Z.Sledi:

r =
3
√

2,

ϕ =
π

6
+

2

3
kπ, k = 0, 1, 2.Kompleksna spremenljivka z1 lahko zavzame tri razli£ne vrednosti:

k = 0 : z
(1)
1 =

3
√

2(cos
π

6
+ i sin

π

6
) =

3
√

2

2
(
√

3 + i),

k = 1 : z
(2)
1 =

3
√

2(cos
5π

6
+ i sin

5π

6
) =

3
√

2

2
(−

√
3 + i),

k = 2 : z
(3)
1 =

3
√

2(cos
3π

2
+ i sin

3π

2
) = −i

3
√

2.Pripadajo£e vrednosti kompleksne spremenljivke z2 so:
z

(1)
2 =

z
(1)
1

i
√

2
=

3
√

2

2i
√

2
(
√

3 − i) =
1

2i 6
√

2
(
√

3 − i),

z
(2)
2 =

z
(2)
1

i
√

2
=

3
√

2

2i
√

2
(−

√
3 − i) =

1

2i 6
√

2
(−

√
3 − i),

z
(3)
2 =

z
(3)
1

i
√

2
= −

3
√

2√
2

= − 1
6
√

2
.



Naloga 3 (20 to£k)Izmed vseh pravokotnih trikotnikov z obsegom 1 poi²£ite tistega, ki ima najve£jo plo²£ino.Dolo£ite dolºini obeh njegovih katet.Za pravokotne trikotnike z obsegom 1 velja
a + b +

√
a2 + b2 = 1,kjer sta a in b dolºini katet, c =

√
a2 + b2 pa dolºina hipotenuze pravokotnega trikotnika.Plo²£ino pravokotnega trikotnika izra£unamo po obraz
u

p =
1

2
ab.�e iz zveze za obseg izrazimo eno spremenljivko (na primer a), postane plo²£ina funk
ijaedine spremenljivke b. To naredimo na naslednji na£in:

a + b +
√

a2 + b2 = 1,√
a2 + b2 = 1 − a − b, (ena£bo kvadriramo in si zapomnimo 1 − a − b ≥ 0)

a2 + b2 = (1 − a − b)2,

a2 + b2 = 1 − 2(a + b) + (a + b)2,

1 − 2a − 2b + 2ab = 0,

a(2b − 2) = 2b − 1,

a =
2b − 1

2b − 2
.Plo²£ina se sedaj izraºa kot

p =
1

2
ab =

1

2
· (2b − 1)b

2b − 2
=

1

4
· 2b2 − b

b − 1
.Poi²£imo sta
ionarne to£ke funk
ije, ki ra£una plo²£ino pravokotnih trikotnikov z obsegom

1 in dolºino ene katete b:
p′ =

1

4
· (4b − 1)(b − 1) − (2b2 − b)

(b − 1)2
=

1

4
· 2b2 − 4b + 1

(b − 1)2
,

p′ = 0 ⇐⇒ 2b2 − 4b + 1 = 0,

b1,2 =
4 ±

√
8

4
= 1 ±

√
2

2
.Pripadajo£a dolºina druge katete a je tedaj enaka:

a1 =
2b1 − 1

2b1 − 2
=

2(1 +
√

2
2

) − 1

2(1 +
√

2
2

) − 2
=

√
2 + 1√

2
= 1 +

√
2

2
= b1,

a2 =
2b2 − 1

2b2 − 2
=

2(1 −
√

2
2

) − 1

2(1 −
√

2
2

) − 2
=

√
2 − 1√

2
= 1 −

√
2

2
= b2.



Ko preverimo, ali velja 1 − a − b ≥ 0, ugotovimo, da temu pogoju zado²£a le drugi par:
a2 = b2 = 1 −

√
2

2
.Ker na robu de�ni
ijskega obmo£ja in v to£kah nezveznosti/neodvedljivosti funk
ije plo²£inedobimo trikotnike z najmanj²o plo²£ino, je dobljen trikotnik z dolºinama katet 1−

√
2

2
edinikandidat za globalni maksimum. To je torej iskan pravokotni trikotnik.Naloga 4 (20 to£k)Nari²ite graf funk
ije

f(x) = x · ln x3.Dolo£ite ²e:
• de�ni
ijsko obmo£je funk
ije f(x),
• ni£le funk
ije f(x),
• ekstreme funk
ije f(x),
• zalogo vrednosti funk
ije f(x).Najprej opazimo, da lahko funk
ijo f(x) zapi²emo tudi druga£e:

f(x) = 3x · ln x.Da bi £im bolj natan£no narisali graf funk
ije f(x), je dobro dolo£iti de�ni
ijsko obmo£jefunk
ije, izra£unati ni£le in lokalne ekstreme ter preveriti obna²anje funk
ije na robude�ni
ijskega obmo£ja.
• De�ni
ijsko obmo£je funk
ije f(x) so vsa pozitivna realna ²tevila: Df = {x ∈ R; x >

0}.
• Ni£le dobimo takole:

f(x) = 0,

3x · ln x = 0,

x = 0 ali ln x = 0,

x1 = 0 in x2 = 1.

• Kandidati za lokalne ekstreme so sta
ionarne to£ke:
f ′(x) = 0,

3 lnx + 3 = 0,

ln x + 1 = 0,

ln x = −1,

x3 = e−1.



Preverimo ²e, ali je v dobljeni to£ki res lokalni ekstrem funk
ije:
f ′′(x) =

3

x
,

f ′′(e−1) = 3e > 0.V x3 = e−1 ima torej funk
ija f(x) lokalni minimum. Vrednost funk
ije v tej to£kije f(x3) = 3e−1 · ln e−1 = −3e−1 < 0.
• Preverimo obna²anje funk
ije na robu de�ni
ijskega obmo£ja, to je pri x → 0 in

x → ∞:
lim
x→0

f(x) = lim
x→0

3x · ln x = lim
x→0

3 lnx
1
x

= lim
x→0

3
x

− 1
x2

= lim
x→0

(−3x) = 0,

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

3x · ln x = ∞.Sedaj lahko nari²emo graf funki
je f(x):

-1 1 2 3

2

4

6

8

10

Vidimo, da so v zalogi vrednosti funk
ije f(x) vsa realna ²tevila, ve£ja ali enaka lokalnemuminimumu funk
ije: Zf = {x ∈ R; x ≥ −3e−1}.Naloga 5 (20 to£k)Izra£unajte plo²£ino obmo£ja, ki ga omejujejo graf funk
ije
g(x) =

2x + 3

(x2 + 1)(x − 5)
,abs
isna os ter premi
i x = 0 in x = 2.



Ker je funk
ija g(x) na intervalu [0, 2] negativno predzna£ena, je plo²£ina danega obmo£jaenaka dolo£enemu integralu
p = −

∫ 2

0

g(x) dx = −
∫ 2

0

2x + 3

(x2 + 1)(x − 5)
dx.Izra£unajmo najprej nedolo£eni integral

∫

g(x) dx =

∫

2x + 3

(x2 + 1)(x − 5)
dx.Izraz pod integralom razbijmo na par
ialna ulomka:

2x + 3

(x2 + 1)(x − 5)
=

Ax + B

x2 + 1
+

C

x − 5

=
(Ax + B)(x − 5) + C(x2 + 1)

(x2 + 1)(x − 5)

=
(A + C)x2 + (B − 5A)x + C − 5B

(x2 + 1)(x − 5)
.Koe�
ienti A, B, C morajo zado²£ati naslednjim pogojem:

A + C = 0,

B − 5A = 2,

C − 5B = 3.Re²itev tega sistema linearnih ena£b je: A = −1
2
, B = −1

2
in C = 1

2
. Sedaj sledi

∫

g(x) dx =

∫

2x + 3

(x2 + 1)(x − 5)
dx

=

∫
(−1

2
x − 1

2

x2 + 1
+

1
2

x − 5

)

dx

=
1

2

∫
(−x − 1

x2 + 1
+

1

x − 5

)

dx

=
1

2

∫
(

− x

x2 + 1
− 1

x2 + 1
+

1

x − 5

)

dx

= −1

4
ln (x2 + 1) − 1

2
arctan x +

1

2
ln |x − 5| + C,pri £emer smo v prvi integral uvedli novo spremenljivko (t = x2 + 1 =⇒ dt = 2xdx).Plo²£ina obmo£ja je sedaj enaka

[

1

4
ln (x2 + 1) +

1

2
arctan x − 1

2
ln |x − 5|

]2

0

=

=
1

4
ln 5 +

1

2
arctan 2 − 1

2
ln 3 − 1

4
ln 1 − 1

2
arctan 0 +

1

2
ln 5 =

=
3

4
ln 5 − 1

2
ln 3 +

1

2
arctan 2.


