Matematika I (UN) Izpit (16. februar 2011)

RESITVE

Naloga 1 (20 tock)
Skicirajte podmnozico realne ravnine, ki je doloc¢ena z neenacho

|z = [yl = 2.

Locimo Stiri mozZnosti:

(1) x > 0 iny >0 (1. kvadrant): dobimo neenacbo x —y > 2 in zatoy < x —2. V
1. kvadrantu dobimo del ravnine pod premico y = x — 2.

(2) x>0 iny <0 (4. kvadrant): dobimo neenacbo x +y > 2 in zatoy > —x+2. V
4. kvadrantu dobimo del ravnine nad premico y = —x + 2.

(3) ©<0iny>0 (2 kvadrant): dobimo neenacbo —x —y > 2 in zatoy < —x —2. V
2. kvadrantu dobimo del ravnine pod premico y = —x — 2.

(4) x <0 iny <0 (3. kvadrant): dobimo neenacbo —x +y > 2 in zatoy > x+2. V
3. kvadrantu dobimo del ravnine nad premico y = x + 2.

[ ' 5, A Z ' /' ]

S
o

N

/
pd

/

Naloga 2 (20 tock)
Dani sta zaporedji s sploSnima ¢lenoma:

1
an=-n"+9In+5 in b,=1+—.
3n3

Izrac¢unajte:



kdaj (za katere indekse n) zaporedje {a,} naras¢a in kdaj pada,
najmanjsi in najvedji ¢len zaporedja {a,}, ¢e obstajata,
infimum in supremum zaporedja {b,},

limito lim b,".

n—oo

Najprej ugotovimo, kdaj zaporedje {a,} narasca in kdaj pada. V ta namen izracu-
najmo razliko dveh zaporednih ¢lenov:

Uny1 — ap = —(n+1)>+91(n+ 1)+ 5 — (—n* + 91n + 5) = —3n* — 3n + 90.
Zaporedje narasca, kadar velja:
—3n? —3n+90 >0 oziroma n*+n—30=(n—>5)(n+6)<0.
Zgornja neenacba velja za 1 < n < 5. Sledi:

>0 n=1,23,4 (narasca)
pi1— G, =4 =0 n=5 (stagnira)
<0 n>6 (pada)

Iz prejsnje tocke sledi, da zaporedje {a,} doseZe najvecjo vrednost prin =5 inn = 6,
torej
maxa, = as = ag = —5° + 91 -5+ 5= —125 + 455 + 5 = 335.

Nagmangsi ¢len ne obstaja, saj zaporedje limitira proti —oo.

Zaporedje {b,} pada za vse indekse n. Supremum je zato prui élen,

1 4
supb, = by =1+ =,
np n 1 3 . 13 3
mfimum pa limita zaporedja,
inf b, = lim b, = li Ly
inf by, = lim by = lim (1 +575) = 1.
Izracunajmo Se limito
lim b.% = lim (1 + L)fn3+91n+5 — lim (1 + _)3n3-7*"3;?1"+5
n—00 " n—00 3’]’1,3 n—0o0 3”3
. —n3+91n+5 lim. —n3+91n+5 _1
g hm [ 3n3 = € n—reo 3n3 = e 3,

n—oo

Uporabili smo znan rezultat: lim, . (1 + %)" =e.



Naloga 3 (20 tock)
Funkcija F'(z) je podana takole:

F(m):/ﬁdw in F(O):%.

e Poenostavite funkcijski predpis funkcije F'(z), tj. izra¢unajte nedolo¢eni integral in
dolocite aditivno konstanto C.

e Poiscite inverzno funkcijo F~1(z) k funkciji F(z).

o Najprej izracunajmo nedoloceni integral:

1 1
F(.T) = / m dr = 5 arctan (2-%') + C

Pri izracunu si lahko pomagamo z uvedbo nove spremenljivke v integral. Ce izberemo
t =2z, dobimo dt = 2dx. Sedaj upostevajmo Se pogoj F(0) = %, torej:

1 1
F(O):§arctan0+0:0—|—0:§.

Sledi poenostavijen funkcijski predpis:

1 1
F(x) = 5 arctan (2z) + 5

o Pri izracunu inverzne funkcije F~1(x) si lahko pomagamo tako, da v funkcijskem
predpisu F(z) zamenjamo spremenljivki x in y = F(x). Dobimo implicitno podano
inverzno funkcijo y = F~1(x):

1 tan (2y) 1
z = 5 arctan y—i—2.
Nijeno eksplicitno obliko dobimo takole:

1 1
z=3 arctan (2y) + 37
r = %(arctan (2y) + 1),
2x = arctan (2y) + 1,
arctan (2y) = 2z — 1,
2y = tan (2z — 1),

1
Fliz)=y= §tan (2x —1).



Naloga 4 (20 tock)
Poiscite najmanjSo in najvecjo vrednost funkcije

_a?—3r+2

9(z) x+2

na intervalu [—1,2].

Pri iskanju naymangse in najvecje vrednosti funkcije moramo pazitt na:

VVVVV

e tocke nezveznosti (tudi neodvedljivosti), to je —2,
e in stacionarne tocke, to sta —2 + 23 in —2 — 2\/3, saj je

(22 —3)(x+2)— (2? =3z +2) a®°+4x—38
(z +2)2 (422

g'(x) =

m zato

—4+ V48 —4+4V3
2 2

Jd(2)=0 < 2°+42-8=0 <= v = = —242V3.

Na danem intervalu [—1,2] se nahajajo le tocke —1, 2 in —24+2+/3. Lzracunajmo funkcijske
vrednosti:

9(2) =0,
C(-242v3)2=3(-2+2v3)+2  24-14V3 1273
9(=2+2v3) = 23 T2 VB

V veljavnost 12 — 7/3 < 0 se lahko prepricamo takole:

0.

12 - 7V3 <" 0,
12 <7 73,
144 <" 49 -3,
144 < 147. v
Sledi, funkcija g(x) doseZe najmanjso vrednost 12?%‘/3 pri x = —2 + 2v/3 in najvejo

vrednost 6 pri v = —1.

Naloga 5 (20 tock)
Izracunajte doloceni integral

2
/ xln (4x)dx .
1



Nedoloceni integral izracunamo z metodo integracije po delih (per partes):

[E2 2 2 1 ZL’2

z? 1 x x T
n(4z)de = “me)— [ 5 Zdr =S m@e)— [ Zde =2 n(4e)—=-Z 40
/:Cn( x)dx 5 n (4x) /2 xdaz 5 n (4x) /2da: 5 n (4z) 5 2—|—C’

Pri tem smo izbrali
1
uw=In(4r) = du=—
T
72
dv=xdr —= v= Ch

dx,

Izracunajmo Se doloceni integral:

2 72 1 2277 22 1 22 12 1 12
In(dx)de = |=—In(dz)—=-—| =(Zm@d-)—=-Z)—(=lm@4-1)=—=.—
/1:'”1“’;)3j {2 n(de) =3 211 (2 n(4-2) =3 2) (2 n(4-1) =3 2)
1 1 1 3
:21n23—1—§1n22—|—1:61n2—1—ln2+1:5ln2—1.



