
Matematika I (UN) Izpit (16. februar 2011)

RE�ITVE

Naloga 1 (20 to£k)
Skicirajte podmnoºico realne ravnine, ki je dolo£ena z neena£bo

|x| − |y| ≥ 2.

Lo£imo ²tiri moºnosti:

(1) x ≥ 0 in y ≥ 0 (1. kvadrant): dobimo neena£bo x − y ≥ 2 in zato y ≤ x − 2. V
1. kvadrantu dobimo del ravnine pod premico y = x− 2.

(2) x ≥ 0 in y < 0 (4. kvadrant): dobimo neena£bo x + y ≥ 2 in zato y ≥ −x + 2. V
4. kvadrantu dobimo del ravnine nad premico y = −x + 2.

(3) x < 0 in y ≥ 0 (2. kvadrant): dobimo neena£bo −x− y ≥ 2 in zato y ≤ −x− 2. V
2. kvadrantu dobimo del ravnine pod premico y = −x− 2.

(4) x < 0 in y < 0 (3. kvadrant): dobimo neena£bo −x + y ≥ 2 in zato y ≥ x + 2. V
3. kvadrantu dobimo del ravnine nad premico y = x + 2.

Naloga 2 (20 to£k)
Dani sta zaporedji s splo²nima £lenoma:

an = −n3 + 91n + 5 in bn = 1 +
1

3n3
.

Izra£unajte:



• kdaj (za katere indekse n) zaporedje {an} nara²£a in kdaj pada,

• najmanj²i in najve£ji £len zaporedja {an}, £e obstajata,

• in�mum in supremum zaporedja {bn},

• limito lim
n→∞

bn
an .

• Najprej ugotovimo, kdaj zaporedje {an} nara²£a in kdaj pada. V ta namen izra£u-
najmo razliko dveh zaporednih £lenov:

an+1 − an = −(n + 1)3 + 91(n + 1) + 5− (−n3 + 91n + 5) = −3n2 − 3n + 90.

Zaporedje nara²£a, kadar velja:

−3n2 − 3n + 90 ≥ 0 oziroma n2 + n− 30 = (n− 5)(n + 6) ≤ 0.

Zgornja neena£ba velja za 1 ≤ n ≤ 5. Sledi:

an+1 − an =


> 0 n = 1, 2, 3, 4 (nara²£a)
= 0 n = 5 (stagnira)
< 0 n ≥ 6 (pada)

• Iz prej²nje to£ke sledi, da zaporedje {an} doseºe najve£jo vrednost pri n = 5 in n = 6,
torej

max
n

an = a5 = a6 = −53 + 91 · 5 + 5 = −125 + 455 + 5 = 335.

Najmanj²i £len ne obstaja, saj zaporedje limitira proti −∞.

• Zaporedje {bn} pada za vse indekse n. Supremum je zato prvi £len,

sup
n

bn = b1 = 1 +
1

3 · 13
=

4

3
,

in�mum pa limita zaporedja,

inf
n

bn = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(1 +
1

3n3
) = 1.

• Izra£unajmo ²e limito

lim
n→∞

bn
an = lim

n→∞
(1 +

1

3n3
)−n3+91n+5 = lim

n→∞
(1 +

1

3n3
)3n3·−n3+91n+5

3n3

= lim
n→∞

e
−n3+91n+5

3n3 = elimn→∞
−n3+91n+5

3n3 = e−
1
3 .

Uporabili smo znan rezultat: limn→∞(1 + 1
n
)n = e.



Naloga 3 (20 to£k)
Funkcija F (x) je podana takole:

F (x) =

∫
1

1 + (2x)2
dx in F (0) =

1

2
.

• Poenostavite funkcijski predpis funkcije F (x), tj. izra£unajte nedolo£eni integral in
dolo£ite aditivno konstanto C.

• Poi²£ite inverzno funkcijo F−1(x) k funkciji F (x).

• Najprej izra£unajmo nedolo£eni integral:

F (x) =

∫
1

1 + (2x)2
dx =

1

2
arctan (2x) + C.

Pri izra£unu si lahko pomagamo z uvedbo nove spremenljivke v integral. �e izberemo
t = 2x, dobimo dt = 2 dx. Sedaj upo²tevajmo ²e pogoj F (0) = 1

2
, torej:

F (0) =
1

2
arctan 0 + C = 0 + C =

1

2
.

Sledi poenostavljen funkcijski predpis:

F (x) =
1

2
arctan (2x) +

1

2
.

• Pri izra£unu inverzne funkcije F−1(x) si lahko pomagamo tako, da v funkcijskem
predpisu F (x) zamenjamo spremenljivki x in y = F (x). Dobimo implicitno podano
inverzno funkcijo y = F−1(x):

x =
1

2
arctan (2y) +

1

2
.

Njeno eksplicitno obliko dobimo takole:

x =
1

2
arctan (2y) +

1

2
,

x =
1

2
(arctan (2y) + 1),

2x = arctan (2y) + 1,

arctan (2y) = 2x− 1,

2y = tan (2x− 1),

F−1(x) = y =
1

2
tan (2x− 1).



Naloga 4 (20 to£k)
Poi²£ite najmanj²o in najve£jo vrednost funkcije

g(x) =
x2 − 3x + 2

x + 2

na intervalu [−1, 2].

Pri iskanju najmanj²e in najve£je vrednosti funkcije moramo paziti na:

• kraji²£i intervala, to sta −1 in 2,

• to£ke nezveznosti (tudi neodvedljivosti), to je −2,

• in stacionarne to£ke, to sta −2 + 2
√

3 in −2− 2
√

3, saj je

g′(x) =
(2x− 3)(x + 2)− (x2 − 3x + 2)

(x + 2)2
=

x2 + 4x− 8

(x + 2)2

in zato

g′(x) = 0 ⇐⇒ x2 + 4x− 8 = 0 ⇐⇒ x =
−4±

√
48

2
=
−4± 4

√
3

2
= −2± 2

√
3.

Na danem intervalu [−1, 2] se nahajajo le to£ke −1, 2 in −2+2
√

3. Izra£unajmo funkcijske
vrednosti:

g(−1) = 6,

g(2) = 0,

g(−2 + 2
√

3) =
(−2 + 2

√
3)2 − 3(−2 + 2

√
3) + 2

2
√

3
=

24− 14
√

3

2
√

3
=

12− 7
√

3√
3

< 0.

V veljavnost 12− 7
√

3 < 0 se lahko prepri£amo takole:

12− 7
√

3 <? 0,

12 <? 7
√

3,

144 <? 49 · 3,
144 < 147. X

Sledi, funkcija g(x) doseºe najmanj²o vrednost 12−7
√

3√
3

pri x = −2 + 2
√

3 in najve£jo
vrednost 6 pri x = −1.

Naloga 5 (20 to£k)
Izra£unajte dolo£eni integral ∫ 2

1

x ln (4x) dx .



Nedolo£eni integral izra£unamo z metodo integracije po delih (per partes):∫
x ln (4x) dx =

x2

2
ln (4x)−

∫
x2

2
· 1
x

dx =
x2

2
ln (4x)−

∫
x

2
dx =

x2

2
ln (4x)− 1

2
· x

2

2
+C.

Pri tem smo izbrali

u = ln (4x) =⇒ du =
1

x
dx,

dv = x dx =⇒ v =
x2

2
.

Izra£unajmo ²e dolo£eni integral:∫ 2

1

x ln (4x) dx =

[
x2

2
ln (4x)− 1

2
· x

2

2

]2

1

=

(
22

2
ln (4 · 2)− 1

2
· 2

2

2

)
−
(

12

2
ln (4 · 1)− 1

2
· 1

2

2

)
= 2 ln 23 − 1− 1

2
ln 22 +

1

4
= 6 ln 2− 1− ln 2 +

1

4
= 5 ln 2− 3

4
.


