
Matematika I (UNI) Izpit (1. september 2011)RE�ITVENaloga 1 (20 to£k)Poi²£ite vsa realna ²tevila x, ki zado²£ajo neena£bi
√

2x2 − 3x + 1 < x − 1.Zapi²imo najprej pogoja, ki jima morata zado²£ati izraz pod korenom (zato da bo neena£bade�nirana v obsegu realnih ²tevil) in izraz na desni strani neena£be (zato da po kvadriranjuneena£be ohranimo podatek o predznaku desne strani):
• 2x2 − 3x + 1 ≥ 0:To je kvadratna neena£ba in 2x2 − 3x + 1 = (2x − 1)(x − 1). Pripadajo£a parabolaseka abs
isno os pri x1 = 1

2
in x2 = 1. Sledi re²itev kvadratne neena£be: x ∈

(−∞, 1
2
] ∪ [1,∞).

• x − 1 > 0:To je linearna neena£ba. Re²itev: x > 1.Presek obeh pogojev predstavlja podmnoºi
o realnih ²tevil, ki so poten
ialne re²itve daneneena£be:
(

(−∞,
1

2
] ∪ [1,∞)

)

∩ (1,∞) = (1,∞).Sedaj za£etno neena£bo kvadrirajmo in uredimo:
√

2x2 − 3x + 1 < x − 1,

2x2 − 3x + 1 < (x − 1)2,

2x2 − 3x + 1 < x2 − 2x + 1,

x2 − x < 0,

x(x − 1) < 0.Prese£i²£i parabole in abs
isne osi sta v tem primeru x1 = 0 in x2 = 1. Kot re²itev dobimovsa realna ²tevila iz odprtega intervala (0, 1). Iskana re²itev je presek
(1,∞) ∩ (0, 1) = {},torej prazna mnoºi
a.Naloga 2 (20 to£k)Poi²£ite vsa kompleksna ²tevila z, ki re²ijo ena£bo

z3 =
1 − 2i

2 + i
.



Desno stran ena£be najprej poenostavimo:
1 − 2i

2 + i
=

1 − 2i

2 + i
· 2 − i

2 − i
=

2 − 4i − i − 2

4 + 1
=

−5i

5
= −i.Ena£bo

z3 = −isedaj re²imo z uvedno polarnih koordinat:
z = r(cos ϕ + i sin ϕ),

−i = 1(cos
3π

2
+ i sin

3π

2
).Iz De Moivrove formule sledi ena£ba

r3(cos 3ϕ + i sin 3ϕ) = 1(cos
3π

2
+ i sin

3π

2
),kjer mora veljati naslednje:

r3 = 1,

3ϕ =
3π

2
+ 2kπ, k ∈ Z.Sledi:

r = 1,

ϕ =
π

2
+

2

3
kπ, k = 0, 1, 2.Kompleksna spremenljivka z lahko zavzame tri razli£ne vrednosti:

k = 0 : z(1) = 1(cos
π

2
+ i sin

π

2
) = i,

k = 1 : z(2) = 1(cos
7π

6
+ i sin

7π

6
) = −

√
3

2
− 1

2
i,

k = 2 : z(3) = 1(cos
11π

6
+ i sin

11π

6
) =

√
3

2
− 1

2
i.

Naloga 3 (20 to£k)Funk
ija F (x) je podana takole:
F (x) =

∫

1

x2 − 2
dx in F (0) = 0.

• Poenostavite funk
ijski predpis funk
ije F (x), tj. izra£unajte nedolo£eni integral indolo£ite aditivno konstanto C.
• Naj bo G(x) =

√
2 − ex. Izra£unajte kompozi
ijo (F ◦ G)(x).



• Najprej izra£unajmo nedolo£eni integral
F (x) =

∫

1

x2 − 2
dx =

∫

1

(x −
√

2)(x +
√

2)
dx.Pri izra£unu si bomo pomagali z metodo delnih ulomkov:

1

(x −
√

2)(x +
√

2)
=

A

x −
√

2
+

B

x +
√

2
=

Ax + A
√

2 + Bx − B
√

2

(x −
√

2)(x +
√

2)

=
(A + B)x + (A − B)

√
2

(x −
√

2)(x +
√

2)
.Ko izena£imo ²tev
a prvega in zadnjega ulomka, dobimo sistem ena£b za neznana

A in B:
x1 : A + B = 0,

x0 : (A − B)
√

2 = 1.Re²itev sistema sta A =
√

2
4

in B = −
√

2
4
. Sledi

F (x) =

∫

1

(x −
√

2)(x +
√

2)
dx

=

∫

( √
2

4

x −
√

2
−

√
2

4

x +
√

2

)

dx

=

√
2

4

∫
(

1

x −
√

2
− 1

x +
√

2

)

dx

=

√
2

4

(

ln |x −
√

2| − ln |x +
√

2|
)

+ C

=

√
2

4
ln

|x −
√

2|
|x +

√
2|

+ C.Sedaj upo²tevajmo ²e pogoj F (0) = 0, torej:
F (0) =

√
2

4
ln

|0 −
√

2|
|0 +

√
2|

+ C =

√
2

4
ln 1 + C = C = 0.Sledi poenostavljen funk
ijski predpis:

F (x) =

√
2

4
ln

|x −
√

2|
|x +

√
2|

.

• Izra£unajmo ²e kompozi
ijo:
(F ◦ G)(x) = F (

√
2 − ex) =

√
2

4
ln

|
√

2 − ex −
√

2|
|
√

2 − ex +
√

2|
=

√
2

4
ln

ex

|2
√

2 − ex|

=

√
2

4

(

ln ex − ln |2
√

2 − ex|
)

=

√
2

4

(

x − ln |2
√

2 − ex|
)

.



Naloga 4 (20 to£k)Dolo£ite de�ni
ijsko obmo£je, za£etno vrednost, ni£le, sta
ionarne to£ke in ski
irajte graffunk
ije
f(x) =

√
16 − x2

6 − x
.

• V de�ni
ijskem obmo£ju funk
ije f so vsa realna ²tevila x, za katera velja naslednje:
16 − x2 ≥ 0,

6 − x 6= 0.Re²itev prve neena£be je interval realnih ²tevil [−4, 4]. Ker x = 6 ni v tem intervalu,je Df = [−4, 4].

• Za£etna vrednost funk
ije f je enaka
f(0) =

√
16 − 0

6 − 0
=

4

6
=

2

3
.

• Ni£le dobimo takole:
f(x) = 0,√

16 − x2

6 − x
= 0,

√
16 − x2 = 0,

16 − x2 = 0,

(4 − x)(4 + x) = 0,

x1 = 4 in x2 = −4.

• Sta
ionarne to£ke so kandidati za lokalne ekstreme funk
ije:
f ′(x) = 0,

1
2
· −2x√

16−x2
· (6 − x) −

√
16 − x2 · (−1)

(6 − x)2
= 0,

−x(6 − x) + 16 − x2

(6 − x)2 ·
√

16 − x2
= 0,

16 − 6x

(6 − x)2 ·
√

16 − x2
= 0,

16 − 6x = 0,

x3 =
8

3
.Izra£unajmo ²e funk
ijsko vrednost v sta
ionarni to£ki: f(8

3
) = 2√

5
.



-4 -2 2 4

0.2

0.4

0.6

0.8

Sedaj lahko nari²emo graf funk
ije f .Naloga 5 (20 to£k)Izra£unajte dolo£eni integral
∫ 2

0

e2x sin x dx .Najprej izra£unajmo nedolo£eni integral
∫

e2x sin x dx.Z metodo integra
ije po delih, kjer vzamemo
u = e2x (=⇒ du = 2e2xdx),

dv = sin x dx (=⇒ v = − cos x),dobimo
∫

e2x sin x dx = uv −
∫

v du = −e2x cos x +

∫

2e2x cos x dx.�e integra
ijo po delih uporabimo ²e enkrat,
u = 2e2x (=⇒ du = 4e2xdx),

dv = cos x dx (=⇒ v = sin x),dobimo nazaj isti integral, kot smo ga imeli na za£etku (s funk
ijo pod integralom enako
e2x sin x):
∫

e2x sin x dx = −e2x cos x+

∫

2e2x cos x dx = −e2x cos x+

(

2e2x sin x −
∫

4e2x sin x dx

)

.



�e uvedemo oznako
X =

∫

e2x sin x dx,se zgornja ena£ba glasi
X = −e2x cos x + 2e2x sin x − 4X.Neznanko X izrazimo iz ena£be:

X = −1

5
e2x(cos x − 2 sin x).Sedaj izra£unamo ²e dolo£eni integral:

∫ 2

0

e2x sin x dx =

[

−1

5
e2x(cos x − 2 sin x)

]2

0

= −1

5
e4(cos 2 − 2 sin 2) +

1

5
e0(cos 0 − 2 sin 0)

=
1

5
− 1

5
e4(cos 2 − 2 sin 2).


