Matematika I (UNI) Izpit (1. september 2011)
RESITVE

Naloga 1 (20 tock)
Poiscite vsa realna Stevila x, ki zado$c¢ajo neenacbi

V252 —3x+1 <z —1.

Zapisimo nagprej pogoja, ki jima morata zado§cati izraz pod korenom (zato da bo neenacba
definirana v obsequ realnih §tevil) in izraz na desni strani neenacbe (zato da po kvadrirangju
neenacbe ohranimo podatek o predznaku desne strani):

e 222 —3x+1>0:
To je kvadratna neenacha in 22 — 3z + 1 = (2x — 1)(x — 1). Pripadajoca parabola
seka abscisno os pri r; = % in xo = 1. Sledi resitev kvadratne neenacbe: © €
(=00, 3] U [1,00).

e r—1>0:
To je linearna neenacba. Resitev: x > 1.

Presek obeh pogojev predstavlja podmnoZico realnih Stevil, ki so potencialne resitve dane
neenacbe:

((=o0.31U11.59)) 1 (1,00) = (1.50)

Sedaj zacetno neenacbo kvadrirajmo in uredimo:

202 —3x+1 < x—1,
207 =3z +1 < (z—1)7
202 —3x+1 < 22 —20+1,
-z < 0,
z(z—1) < 0.

vvvvv

vsa realna Stevila iz odprtega intervala (0,1). Iskana resitev je presek

(1,00) N (0, 1) = {},

torej prazna mnoZica.

Naloga 2 (20 tock)
Poiscite vsa kompleksna Stevila z, ki resijo enacbo

N
2414

z



Desno stran enacbe najprej poenostavimo:

1-2i 1-2 2—i 2—4i—i—2 —5i
2447 2440 2—i 441 5

= —1.

Enacbo

sedaj resimo z uvedno polarnih koordinat:

z = r(cosy+isiny),

3m 3m
i 31 L 3Ty
i (cos 5 + isin 2)

Iz De Moivrove formule sledi enacba

3 3
73(cos 3p + i sin 3p) = 1(cos g + 7sin ;),

kjer mora veljati naslednje:

ro= 1,
3T
Sleds:
r = 1,
T 2
= —+ —km, k=0,1,2.
(p 2 + 3 Tr? 07 )

Kompleksna spremenljivka z lahko zavzame tri razlicne vrednosti:

k=0: 20 = 1(cosg+ising):i,
7 7 3 1
k=1: 2% = l(cos—w+isin—7r):—£——i,
6 6 2 2
11 11 3 1
k=2: 29 = 1(cos—ﬁ+isin—ﬂ):£——i.
6 6 2 2

Naloga 3 (20 tock)
Funkcija F'(z) je podana takole:

1 :
F(:U):/x2_2d:c in F(0) =0.

e Poenostavite funkcijski predpis funkcije F'(z), tj. izracunajte nedoloceni integral in
dolocite aditivno konstanto C'.

e Naj bo G(z) = v/2 — ¢®. Izracunajte kompozicijo (F o G)(x).



e Najprej izracunajmo nedolocent integral

1 1
F(x) = dr = dx
0= 5= | e mer e
Pri izracunu st bomo pomagali z metodo delnih ulomkov
1 A B Az + AV2+ Bz — BV?2

(a:—\/ﬁ)(:c+ﬁ):x—ﬁ+x+\/§_ (z —V2)(z +V2)
_(A+Bla+(A-B)V2
(r=V2)(@+v2)

Ko izenacimo Stevca prvega in zadnjega ulomka, dobimo sistem enach za neznana

Ain B:
z A+ B =0,
¥ (A-BW2 =1.

Resitev sistema sta A = i in B=—Y2_ Sledi

1
Fle)= / (z —V2)(z +V?2) o
V2 V2 )

4

:/<x—\/§_:c+4\/§
2 a A
:@<ln\x—\/§|—ln\x+\/§|)+0

VI -V
4 |:E+\/_|

Sedaj upostevajmo Se pogoj F'(0) = 0, torej:

F(O)—\Z{ ||g+:£:+ 2?1111—}—0:0:0.

Sledi poenostavljen funkcijski predpis:
4 Ix + \/_ 2|

e [zracunajmo e kompozicijo:

i » f V2—e -V V2 et
(FoG)(z) = F(V2—¢") = ‘\/§_€x+\/_‘ . 12v/2 — e7|

?(lne —In|2v2 — x\) \/_<x—ln|2\/§—ex\>




Naloga 4 (20 tock)
Dolocite definicijsko obmocdje, za¢etno vrednost, nicle, stacionarne tocke in skicirajte graf

funkcije
V16 — 22
6—2

fx) =

o V definicigskem obmocju funkcije f so vsa realna Stevila x, za katera velja naslednje:

16—z > 0,
6—x # 0.

Regitev prve neenacbe je interval realnih stevil [—4,4]. Ker x = 6 ni v tem intervalu,
je Dy = [—4,4].

e Zacetna vrednost funkcije f je enaka

Vv16—-0 4 2
I0="5"3 =53
e Nicle dobimo takole:
f(x) =0,
V16 —a? 0
6—2
V16 —22 = 0,
16—2> = 0,
(4-2)d+a) = 0,
r1=4 n 9= —4.

e Stacionarne tocke so kandidati za lokalne ekstreme funkcije:

fllx) =0,

b -0 VI ()
(6 —2)? o
—z(6—x)+16 —a® 0
(6—x)2-v16—22

16 — 6x _ 0

(6—x)2-vV16—22

16 —6x = O,

8

T3 = 3

Izracunajmo Se funkcijsko vrednost v stacionarni tocki: f(g) =

b



Sedaj lahko narisemo graf funkcije f.

Naloga 5 (20 tock)
Izracunajte doloceni integral

2
/ e* sinz dx .
0

Nagprej izracunajmo nedoloceni integral

/ e?* sin z dz.

7 metodo integracije po delih, kjer vzamemo

u=e" (= du=2e"dr),

dv=sinzdr (= v = —cosz),
dobimo
/62”3 sinxdr = uv — /vdu = —e* cosx + /262”3 cosx dx.
Ce integracijo po delih uporabimo Se enkrat,

u=2e* (= du = 4e*"dz),

dv =cosxdr (= v =sinz),

dobimo nazaj isti integral, kot smo ga imeli na zacetku (s funkcijo pod integralom enako
2z 3
e**sinx):

/ 2 sinx dr = —e® cos SL’—l—/ 2e%* cos x dx = —e** cos r+ <2€2I sinx — / 4e%® gin x d;z:) .



Ce uvedemo oznako
X = /e% sinz dz,

se zgornja enacba glast
X = —e*cosx + 2e**sinz — 4X.

Neznanko X izrazimo iz enacbe:
1 2 :
X:—ge (cosz — 2sinz).

Sedaj izracunamo Se doloceni integral:

2 2
1 1 1
/ e* sinx dr = [—ge%(cosx —2sinz)| = —364(COS2 —2sin2) + geo(cos() — 25sin0)
0 0

e*(cos2 — 2sin 2).

U] =
o] =



