Matematika I (UNI) 2. kolokvij (8. januar 2007)
RESITVE A skupina

Naloga 1 (25 tock)
Dolo¢i parameter a, tako da bo funkcija f zvezna:

Yoti-1
f(x):{ —, x>0

aarctan(l —z), =<0

Funkcija f(x) je zvezna povsod, razen morda v tocki x = 0, kjer se predpis spremeni. V
tej tocki 1zracunamo levo in desno limito.

Leva limita:

m
lim f(z) = lim(a arctan(1 — z)) = a.
iz f(z) l}m(a arctan(l — z)) ay

Desna limita:

i — i Vati-1 _ Yari-1 ¥/ @)+ VaFi+l
hmxlo f(l') = hmxio T = hmzlo ( T %/(x+1)2+ %/m+1)
= lim, ) ——0 = lim, ! _1
v z( %/(x+1)2+ YzF+1+1) z %/(m+1)2+ YrFi+1 3

Z L’Hospitalovim pravilom gre hitreje:

Vr+i-1 He+1)75 1
lim f(z) = th — hmM ——
10 |0 x |0 1 3

Funkcija f(z) bo zvezna v tocki x = 0, ce bosta leva in desna limita v tej tocki enaki:

T 1
a— = —.
4 3
Veljati torej mora
4
a = %

Naloga 2 (25 tock)
Dolo¢i definicijsko obmodcje funkcije

g(x) = 2*(2 - 2/x),

narisi njen graf ter dolo¢ tocke, kjer funkcija g(z) doseZe najvecjo oziroma najmanjso
vrednost na intervalu [0, 2]. Kaksni sta najvedja in najmanjSa vrednost funkcije g(x) na
intervalu [0, 2]?




Funkcija g(x) je definirana za nenegativna realna $tevila: D, = [0,00). Izracunajmo
nicle, lokalne ekstreme, intervale narascanja in padanja ter obnasanje funkcije g(z) v
neskoncnosti.

Nicle:
(2 —2v/x) =0
123 =10

1'4:\3/1

Lokalni ekstremi (v notranjosti definicijskega obmocja):

3 9 3
J(x) = 32%(2 - 27 4 .21:3(—533%) = 622 — 53:% = 53:2(4 — 31/7)
4\ 3 1
T5 = <—>3 =y —6 stacionarna tocka
3 9
7 s 63 s
//(.CE) =12z — 5 . §$§ =12x — ZZL'?
2
3

7 =0 (D)H=12(2) - C () = o(d) <o

= v x5 je lokalni maksimum

s =o((3))=FC-=F 3= 5

Intervali narascanja in padanja:

3 4\5 L /16
g(x) = §x2(4 - 3x%) <0 <= z> (5) T =y n funkcija pada
ObnaSanje funkcije v neskoncnosti:

lim g(x) = lim (—a;% +27%) = —00

T—00 T—00

Funkcija g(x) doseZe na intervalu [0, 2] najvecjo vrednost v lokalnem maksimumu:

32
27

Najmanjso vrednost na intervalu [0, 2] funkcija doseZe v krajiséu x = 2:

Gmin = 9(2) = 8(2 — 2v2) = 16(1 — V2)

Imaz = g<$5>

Naloga 3 (25 tock)
[zracunaj nedoloc¢ena integrala:




a.) /cos(cos x)sinz dx

r— 2
b) /x3—:z:2+2x—2dx

Prui integral resimo z uvedbo nove spremenljivke, drugega pa z razcepom integrirane racio-
nalne funkcije na parcialne ulomke:

a.) /Cos(cosx)sinxda::—/Costdt:—sint+C:—sin(cos:I:)+C

Uvedli smo novo spremenljivko: t = cosx = dt = —sinx dz.

T —2 c+5 —3
b')/373—.7:2—1—23:—2d%_/(:102+2ijc—1>dm

1 [ 4 1 1/ 1
— - do + = do — = d
3/m2+2 x+3/m2+2x 3/x—1x

- %ln|;p2+2|—|—§.\%arctan\/i2§— shnjz -1+ E
x J—
Racionalno funkcijo smo razcepili na parcialne ulomke:
3 — a2+ 2x —2

xz—2 x—2 x—2 _AI—l—B C

-2 420 -2 22(r—1)+2x—-1) (@2+2)(z—-1) 2242 R
(Az + B)(z — 1) + C(2? 4+ 2)
(24 2)(x — 1)
Izenacili smo Stevca dobljenih racionalnih funkcij
r—2=(Ar+ B)(x — 1)+ C(2* + 2) = Az® + Bx — Az — B+ Cx? +2C

in primerjali koeficiente pri istih potencah spremenljivke x:




koeficient pri x*: 0= A+ C
koeficient pri x: 1=B— A
koeficient pri 2°: —2 = —B +2C

3

Resitev sistema treh linearnih enacb za tri neznanke je: A = %, B = %, C=—z.
Vintegral [ £ dx smo wvedli $e novo spremenljivko t = x> +2 = dt =

242

da smo dobili: [ de= [ dt=%In[t|+D=3In|z? + 2|+ D

_Z
242

Naloga 4 (25 tock)

I[zracunaj plos¢ino lika, omejenega z grafom funkcije h(z) = (1 — x)e?®, abscisno osjo ter

premicama x = 1 in x = 2.

Lik, ki ga omejujejo graf funkcije h(x) = (1 — x)e**, ki je na intervalu
abscisna os ter premici x =1 in x = 2, je krivocrtni trikotnik,

-10f i

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

katerega ploscina je enaka dolocenemu integralu funkcije —h(x):
1

S:/Q_(l—aj)ezrdxz[1(1’_1)62‘%]2—1/2€2xdl’:—64__[62m]2: 1
. 2 o)) 2 45 1y

Integral smo izracunali z integracijo po delih (per partes):
u=x—1 = du=dx

1
dv = e**dr =— v = 56%

(1,2) negativna,



Matematika I (UNI) 2. kolokvij (8. januar 2007)
RESITVE B skupina

Naloga 1 (25 tock)
Dolo¢i parameter a, tako da bo funkcija f zvezna:

éarctanm r <1

fa)=14
Va1 z>1

rz—1 7

Funkcija f(x) je zvezna povsod, razen morda v tocki x = 1, kjer se predpis spremeni. V
teg tocki 1zracunamo levo in desno limito.

Leva limita:
lim /() = lim (> arctan ) = +
im f(z) = lim(— arctanz) = ——.
11 =11 a ad

Desna limita:

3

limxll f(l’) = hmwu ﬁl = limzll ( x_} . W+V+1

z—1
(x—1)(Va2+ Jz+1)

Z L’Hospitalovim pravilom gre hitreje:

Yz — 1 lp=5 1
limf(x):lim\/z = lim 3 =—.
z|1 1 x—1 zl1 1 3

Funkcija f(z) bo zvezna v tocki x =1, ce bosta leva in desna limita v tej tocki enaki:

Im 1
ad 3
Veljati torej mora
3
a=—

Naloga 2 (25 tock)
Dolo¢i definicijsko obmodcje funkcije

9(x) = 23(1 - 2 /),

narisi njen graf ter dolo¢ tocke, kjer funkcija g(z) doseZe najvecjo oziroma najmanjso
vrednost na intervalu [0, 2]. Kaksni sta najveja in najmanjSa vrednost funkcije g(x) na
intervalu [0, 2]?




Funkcija g(x) je definirana za nenegativna realna $tevila: D, = [0,00). Izracunajmo
nicle, lokalne ekstreme, intervale narascanja in padanja ter obnasanje funkcije g(z) v
neskoncnosti.

Nicle:
231 —2y/1) =0
X1,23 = 0
Ty = 1

Lokalni ekstremi (v notranjosti definicijskega obmocja):

g(z) = 32%(1 — z2) + x3(—gxé) = 327 — ga:; = §x2(2 — 3z+/x)
2\ 3 4 ) .
I5 = (§>3 =y 9 stacionarna tocka
9 7 s 63 s
" — — 2. p3 = — — 12
(x) = 6z 5 5% 6 1 F
2\ 3 2\3 63 /2\3 2\3 21 /2\3 9 /2\%
1 !
()=o) =30 o) -5 6) -4
9" (@) 9<<3>) 3 4\3 3 2 \3 2\3

= v x5 je lokalni maksimum
2\5, 4 2. 41 4
gas) =9((5) ) =513 =5 3= 5
Intervali narascanja in padanja:

3 2\ 3 514
g(x) = 5902(2 - Sx%) >0 <= 0<z< <§> = i/; funkcija narasca

3 2\ 3 4
g (x) = §x2(2 — 3SB%) <0 <= z> <§> = {’/; funkcija pada

Obnasangje funkcije v neskoncnosti:

lim g(x) = lim (—a:% + %) = —c0

T—00 Tr—00

Funkcija g(x) doseZe na intervalu [0, 2] najvecjo vrednost v lokalnem maksimumu:
4

27

Najmanjso vrednost na intervalu [0, 2] funkcija doseZe v krajiséu x = 2:

Imaz = g(xf)) =

Naloga 3 (25 tock)
[zracunaj nedoloc¢ena integrala:




g(x)

a.) /sin(sinx) cos x dx

b.) / 2

3 =222 +x—2

Prui integral resimo z uvedbo nove spremenljivke, drugega pa z razcepom integrirane racio-
nalne funkcije na parcialne ulomke.

a.) /sin(sinz‘)cosa:dx:/sintdt: —cost+ C = —cos(sinz) + C

Uvedli smo novo spremenljivko: t = sinx =—> dt = cosx dx.
T+ 2 —ir -3 2 1 [ /—4z -3 4
b. dr= | (5 5)d:—/( )d
)/x3—2x2—|—x—2w / 2 +1 +:v—2 v 5 2 +1 +x—2 .
2

2 3 1 4 1
z dr — 2 dz + = d
5/x2+1x 5/x2+1x+5/x—2x

=—2Inj2® +1| - 2arctanz + s In |z — 2| + E

2
Racionalno funkcijo v smo razcepili na parcialne ulomke:
23— 222 41 —2
x+2 x+2 T+ 2 _Ar+ B C

3 — 224+ —2 a(@2+1)—22+1) (22+1)(x—-2) 22+1 +x—2
_ (Az+B)(x—2)+C(2* +1)
(24 1)(x —2)
Izenacili smo Stevca dobljenih racionalnih funkcij
r+2=(Az+ B)(x —2) + C(2* + 1) = A2? + Bxr — 2Az — 2B + Ca* + C

in primerjali koeficiente pri istih potencah spremenljivke x:




koeficient pri x*: 0= A+ C
koeficient pri x: 1=DB —2A
koeficient pri 2°: 2= —2B +C

Regsitev sistema treh linearnih enacb za tri neznanke je: A = —%, B = —%, C = %.
V integral [ x%jl dx smo wvedli Se novo spremenljivko t = 2> +1 = dt = 2xdx,
da smo dobili: [ 3% dv = [+dt =Wn[t|+ D =1n|z*+ 1|+ D.

Naloga 4 (25 tock)
I[zracunaj plos¢ino lika, omejenega z grafom funkcije h(z) = (1 — x)e?®, abscisno osjo ter
premicama r = 2 in x = 3.

Lik, ki ga omejujejo graf funkcije h(x) = (1 — z)e**, ki je na intervalu (2,3) negativna,
abscisna os ter premici x = 2 in x = 3, je krivocrini trikotnik,
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katerega ploscina je enaka dolocenemu integralu funkcije —h(x):
3 3
1 1 1 1 1
S = /2 —(1—2)e* dv = [E(x —1)e*]3 - 3 /2 e* dr = e — 564 — 1[62“]3 = 164(362 —1).
Integral smo izracunali z integracijo po delih (per partes):

u=x—1 = du=dx

1
dv = e**dr =— v = 56%



