Matematika I (UNI) 1. kolokvij (20. november 2008)
RESITVE

Naloga 1 (25 tock)
Dolocite podmnozico realnih §tevil, ki zadoS¢ajo neenacbi

V22 + 1 —6 < V2 + 2z

Zapisimo nagprej pogoje, ki jim morajo zadoScati izrazi pod koreni, zato da bodo wvsi deli
neenacbe definirani (v obsegu realnih Stevil):

® 222+ —6>0:

To je kvadratna neenacba. Pripadajoca parabola seka abscisno os pri x19 = %ﬂ
0z. ©1 = 2 in x5 = —2. Sledi resitev kvadratne neenacbe: x € (—oo, —2] U [2, 00).

o 22+ 21 >0:
To je kvadratna neenacba. Pripadajoca parabola seka abscisno os pri x1 = 0 in
xy = —2. Sledi resitev kvadratne neenacbe: x € (—oo, —2] U [0, 00).

Presek obeh pogojev predstavija podmmnoZico realnih stevil, ki so potencialne resitve dane
neenacbe:

3 3
(=00~ 15,00 ) 1 (=20, =21 U [0.00)) = (o0, =2 U 3. 00)

Sedaj zacetno neenacbo kvadrirajmo in uredimo:

V2x2+x—6 < Va?+ 2z,

2w+ —6 < x2+2x,
2—r—6 < 0,

(x=3)(z+2) < 0.

Presecisci parabole in abscisne osi sta v tem primeru r1 = 3 in vo = —2. Kot reSitev

dobimo vsa realna Stevila iz zaprtega intervala [—2,3]. Iskana resitev je presek:

((—oo, —9 U [g, oo)> N[-2,3] = {—2} U [%,3].

Naloga 2 (25 tock)
Poiscite vsa kompleksna Stevila z = x + 1y, ki zadoScajo enacbi

2+ (1+iV3)z = 0.



Na levi strani lahko izpostavimo z in dobimo:
(24 +14iV3) =0.

Sedaj sleds
z=0 ali 2" +1+iV3=0

i zato prva resitev enacbe z; = 0. Nasledngje stiri resitve dobimo iz enacbe

z4:—1—z’\/§.

To enacbo bomo resili z uporabo polarnega zapisa (in DeMoivreove formule) kompleksnih
Stevil:

z=|z|(cosp +ising) = 2*=|z|*(cos(4¢) + isin(4¢))
—1—iV3=r(cosp+ising) = r= \/(—1)2 +(=V3)2=2

3 4
= arctan \{_:arctan\/g:g—iﬁr:g

4 4
13 = 2(cos§ +isin ?ﬁ)

Pri tem smo pri izracunu kota ¢ upostevali, da kompleksno §tevilo —1 —i\/3 leZi v tretjem
kvadrantu. Sledi enacba v polarni obliki:

|2|*(cos(4¢) + isin(4¢)) = 2(cos 4% + i sin %T),

katere resitve dobimo iz naslednjega sistema enach za absolutno vrednost |z| in kot ¢:

2['=2 = [z|=V2

4
4= — +2%kr = ¢=

3 +

Y

]{7_71'
2

wl X

kjer je k celo stevilo. Sledi formula za izracun resitev:

s k , k
z= \/5(008(% + %T) —|—'ism(% - §>)’ k=0,1,2,3.

Resitve enacbe so zato:

2120,

4 . aml
k=0: 2o = \/§(COSE+ZSIHE):\/§<——|—Z£),
3 3 2 2
1
5T 5T V3 \/§+.

k=1: 23 = \4/§(cosg+isin—):

6 2 2

4 4 1 3
k=2: 2z = f/i(cos—ﬂ—i-isin—ﬂ):@(———i\/——),
3 3 2 2

s 11 .11 . 3 1
k=3: 25 = ﬂ(cos%%—zsm%):\/ﬁ(\g—zg).



Naloga 3 (25 tock)
Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom

Dolocite limito zaporedja.
Pojasnite, kdaj (za katera naravna Stevila n) zaporedje pada in kdaj narasca.
Poiscite najvecji in najmanjsi ¢len zaporedja, ¢e obstajata.

Dolo¢ite supremum in infimum.

a.) Izracunajmo limito zaporedja:

2n71 o 5n+2 - jn (2)”*1 A 52
a= lim a, = lim ——— "~ = lim 2 =

b.) Preverimo monotonost zaporedja:

omn _ 5n+3 2n—1 _ 5n+2 on _ 5n+3 —-5. 2n—1 + 5n+3
Apy1 — Ap = - = =

5n+1 5n 5n+1
B 2_271—1_5_271—1__3'271—1
- Hn+1 - 5n41 <0.

Sledi, zaporedje (strogo) pada povsod, tj. za vsa naravna $tevila n.
c.) Ker zaporedje pada, je najvecji clen prvi clen zaporedja:

1-53 124

5 5
Nagmanjsi c¢len zaporedja min, a,, ne obstaja. Zaporedje se poljubno pribliza stevilu
—25, vendar ga nikoli ne doseZe.

maxa, = a; =
n

d.) Ker najvecji clen zaporedja obstaja, je enak supremumu (najmanjsi zgornji meji):

124
sup a, = maxa, = ——.

n 5
Infimum (najvecja spodnja meja) je enak limiti zaporedja:

inf a,, = —25.

Naloga 4 (25 tock)
Izrac¢unajte vsoto vrste

2, 11 -4
Z 5n—3 )

n=2




Vrsto nagprej preoblikujmo:

> 11 -4 X 11-4n & 4A\" 4\ [4\"?

= =Y 11-5°- (=) =) 11-55- (=] -

Z Hn—3 ;5n.5—3 ; (5) ; (5) (5)
580 = 880 - 5 = 4400.

n=2

0 4 n—2
= ) 880- (—) = —
o 5 1-1

Pri sestevanju smo uporabili formulo
a

D =) a7 =1
n=0 n=2 q

Y

ki velja, ce je |q| < 1. V nasem primeru je a = 880 in q = %.



