
Matematika I (UNI) 1. kolokvij (20. november 2008)
RE�ITVE

Naloga 1 (25 to£k)
Dolo£ite podmnoºico realnih ²tevil, ki zado²£ajo neena£bi

√
2x2 + x− 6 ≤

√
x2 + 2x.

Zapi²imo najprej pogoje, ki jim morajo zado²£ati izrazi pod koreni, zato da bodo vsi deli
neena£be de�nirani (v obsegu realnih ²tevil):

• 2x2 + x− 6 ≥ 0:
To je kvadratna neena£ba. Pripadajo£a parabola seka abscisno os pri x1,2 = −1±7

4

oz. x1 = 3
2
in x2 = −2. Sledi re²itev kvadratne neena£be: x ∈ (−∞,−2] ∪ [3

2
,∞).

• x2 + 2x ≥ 0:
To je kvadratna neena£ba. Pripadajo£a parabola seka abscisno os pri x1 = 0 in
x2 = −2. Sledi re²itev kvadratne neena£be: x ∈ (−∞,−2] ∪ [0,∞).

Presek obeh pogojev predstavlja podmnoºico realnih ²tevil, ki so potencialne re²itve dane
neena£be:

(
(−∞,−2] ∪ [

3

2
,∞)

)
∩ ((−∞,−2] ∪ [0,∞)) = (−∞,−2] ∪ [

3

2
,∞).

Sedaj za£etno neena£bo kvadrirajmo in uredimo:
√

2x2 + x− 6 ≤
√

x2 + 2x,

2x2 + x− 6 ≤ x2 + 2x,

x2 − x− 6 ≤ 0,

(x− 3)(x + 2) ≤ 0.

Prese£i²£i parabole in abscisne osi sta v tem primeru x1 = 3 in x2 = −2. Kot re²itev
dobimo vsa realna ²tevila iz zaprtega intervala [−2, 3]. Iskana re²itev je presek:

(
(−∞,−2] ∪ [

3

2
,∞)

)
∩ [−2, 3] = {−2} ∪ [

3

2
, 3].

Naloga 2 (25 to£k)
Poi²£ite vsa kompleksna ²tevila z = x + iy, ki zado²£ajo ena£bi

z5 + (1 + i
√

3)z = 0.



Na levi strani lahko izpostavimo z in dobimo:

z(z4 + 1 + i
√

3) = 0.

Sedaj sledi
z = 0 ali z4 + 1 + i

√
3 = 0

in zato prva re²itev ena£be z1 = 0. Naslednje ²tiri re²itve dobimo iz ena£be

z4 = −1− i
√

3.

To ena£bo bomo re²ili z uporabo polarnega zapisa (in DeMoivreove formule) kompleksnih
²tevil:

z = |z|(cos φ + i sin φ) ⇒ z4 = |z|4(cos(4φ) + i sin(4φ))

−1− i
√

3 = r(cos ϕ + i sin ϕ) ⇒ r =

√
(−1)2 + (−

√
3)2 = 2

ϕ = arctan
−√3

−1
= arctan

√
3 =

π

3
+ π =

4π

3

−1− i
√

3 = 2(cos
4π

3
+ i sin

4π

3
)

Pri tem smo pri izra£unu kota ϕ upo²tevali, da kompleksno ²tevilo −1− i
√

3 leºi v tretjem
kvadrantu. Sledi ena£ba v polarni obliki:

|z|4(cos(4φ) + i sin(4φ)) = 2(cos
4π

3
+ i sin

4π

3
),

katere re²itve dobimo iz naslednjega sistema ena£b za absolutno vrednost |z| in kot φ:

|z|4 = 2 ⇒ |z| = 4
√

2,

4φ =
4π

3
+ 2kπ ⇒ φ =

π

3
+

kπ

2
,

kjer je k celo ²tevilo. Sledi formula za izra£un re²itev:

z =
4
√

2(cos(
π

3
+

kπ

2
) + i sin(

π

3
+

kπ

2
)), k = 0, 1, 2, 3.

Re²itve ena£be so zato:

z1 = 0,

k = 0 : z2 =
4
√

2(cos
π

3
+ i sin

π

3
) =

4
√

2(
1

2
+ i

√
3

2
),

k = 1 : z3 =
4
√

2(cos
5π

6
+ i sin

5π

6
) =

4
√

2(−
√

3

2
+ i

1

2
),

k = 2 : z4 =
4
√

2(cos
4π

3
+ i sin

4π

3
) =

4
√

2(−1

2
− i

√
3

2
),

k = 3 : z5 =
4
√

2(cos
11π

6
+ i sin

11π

6
) =

4
√

2(

√
3

2
− i

1

2
).



Naloga 3 (25 to£k)
Dano je zaporedje s splo²nim £lenom

an =
2n−1 − 5n+2

5n
.

a.) Dolo£ite limito zaporedja.

b.) Pojasnite, kdaj (za katera naravna ²tevila n) zaporedje pada in kdaj nara²£a.

c.) Poi²£ite najve£ji in najmanj²i £len zaporedja, £e obstajata.

d.) Dolo£ite supremum in in�mum.

a.) Izra£unajmo limito zaporedja:

a = lim
n→∞

an = lim
n→∞

2n−1 − 5n+2

5n

: 5n

: 5n = lim
n→∞

(2
5
)n−1 · 1

5
− 52

1
= −25.

b.) Preverimo monotonost zaporedja:

an+1 − an =
2n − 5n+3

5n+1
− 2n−1 − 5n+2

5n
=

2n − 5n+3 − 5 · 2n−1 + 5n+3

5n+1
=

=
2 · 2n−1 − 5 · 2n−1

5n+1
=
−3 · 2n−1

5n+1
< 0.

Sledi, zaporedje (strogo) pada povsod, tj. za vsa naravna ²tevila n.

c.) Ker zaporedje pada, je najve£ji £len prvi £len zaporedja:

max
n

an = a1 =
1− 53

5
= −124

5
.

Najmanj²i £len zaporedja minn an ne obstaja. Zaporedje se poljubno pribliºa ²tevilu
−25, vendar ga nikoli ne doseºe.

d.) Ker najve£ji £len zaporedja obstaja, je enak supremumu (najmanj²i zgornji meji):

sup
n

an = max
n

an = −124

5
.

In�mum (najve£ja spodnja meja) je enak limiti zaporedja:

inf
n

an = −25.

Naloga 4 (25 to£k)
Izra£unajte vsoto vrste

∞∑
n=2

11 · 4n

5n−3
.



Vrsto najprej preoblikujmo:
∞∑

n=2

11 · 4n

5n−3
=

∞∑
n=2

11 · 4n

5n · 5−3
=

∞∑
n=2

11 · 53 ·
(

4

5

)n

=
∞∑

n=2

11 · 53 ·
(

4

5

)2

·
(

4

5

)n−2

=
∞∑

n=2

880 ·
(

4

5

)n−2

=
880

1− 4
5

= 880 · 5 = 4400.

Pri se²tevanju smo uporabili formulo
∞∑

n=0

a · qn =
∞∑

n=2

a · qn−2 =
a

1− q
,

ki velja, £e je |q| < 1. V na²em primeru je a = 880 in q = 4
5
.


