
Matematika I (UNI) 2. kolokvij (15. januar 2009)RE�ITVENaloga 1 (25 to£k)Dana je funk
ija
f(x) =

(

x − 1

x + 3

)x−1

.a.) Izra£unajte limito limx→0 f(x).b.) Izra£unajte limito limx→∞ f(x).
.) Naj bo g(x) = 2x − 1. Dolo£ite kompozituma (f ◦ g)(x) in (g ◦ f)(x).Gremo po vrsti.a.) Funk
ija f(x) je v to£ki x = 0 de�nirana in zvezna, zato velja:
lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(

x − 1

x + 3

)x−1

=

(

0 − 1

0 + 3

)

−1

=

(

−1

3

)

−1

= −3.b.) Pri izra£unu limite limx→∞ f(x) si pomagamo z znanim rezultatom
lim

x→∞

(1 − 1

x
)−x = e.Funk
ijo f(x), katere limito ra£unamo, zato najprej ustrezno preoblikujemo, da lahkouporabimo zgornji rezultat:

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

(

x − 1

x + 3

)x−1

= lim
x→∞

(

x + 3 − 4

x + 3

)x−1

= lim
x→∞

(

1 − 4

x + 3

)x−1

= lim
x→∞

(

1 − 1
x+3
4

)x−1

= lim
x→∞

(

1 − 1
x+3
4

)

−
x+3
4

·
−4

x+3
·(x−1)

= elimx→∞

−4(x−1)
x+3

= e−4.




.) Izra£unajmo ²e obe kompozi
iji funk
ij f(x) in g(x):
(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(2x − 1) =

(

(2x − 1) − 1

(2x − 1) + 3

)(2x−1)−1

=

(

2x − 2

2x + 2

)2x−2

=

(

x − 1

x + 1

)2(x−1)

.

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g

(

(

x − 1

x + 3

)x−1
)

= 2

(

x − 1

x + 3

)x−1

− 1.

Naloga 2 (25 to£k)Dolo£ite to£ke, kjer funk
ija
f(x) =

x2 − 2x

x + 1doseºe najve£jo oziroma najmanj²o vrednost na intervalu [0, 3]. Kak²ni sta najve£ja innajmanj²a vrednost funk
ije f(x) na danem intervalu?Funk
ija f(x) lahko doseºe obe ekstremni vrednosti (najmanj²o in najve£jo vrednost)v svojih sta
ionarnih to£kah (znotraj danega intervala), v to£kah nezveznosti, v to£kahneodvedljivosti ali v kraji²£ih intervala [0, 3]. Poi²£imo najprej sta
ionarne to£ke funk
ije.Izra£unajmo torej prvi odvod funk
ije f(x):
f ′(x) =

(2x − 2)(x + 1) − (x2 − 2x)

(x + 1)2
=

x2 + 2x − 2

(x + 1)2
.Sta
ionarne to£ke so re²itve ena£be

x2 + 2x − 2

(x + 1)2
= 0 oziroma x2 + 2x − 2 = 0.Ker je diskriminanta D = 12, dobimo dve sta
ionarni to£ki:

x1,2 =
−2 ± 2

√
3

2
= −1 ±

√
3,torej x1 = −1 +

√
3 in x2 = −1 −

√
3. V notranjosti danega intervala [0, 3] leºi le to£ka

x1, ki je kandidat za nastop iskanih ekstremnih vrednosti.Naslednji kandidati so:
• to£ke nezveznosti: / (to£ka x3 = −1 ne leºi v danem intervalu)
• to£ke neodvedljivosti: / (to£ka x3 = −1 ne leºi v danem intervalu)
• kraji²£i intervala: x4 = 0 in x5 = 3



Sedaj izra£unamo vrednost funk
ije f(x) v vseh to£kah, ki so kandidati za nastop iskanihekstremnih vrednosti, torej x1, x4 in x5:
f(x1) = f(−1 +

√
3) =

(−1 +
√

3)2 − 2(−1 +
√

3)

(−1 +
√

3) + 1
=

6 − 4
√

3√
3

< 0,

f(x4) = f(0) = 0,

f(x5) = f(3) =
3

4
.Sledi, funk
ija f(x) doseºe najve£jo vrednost v desnem kraji²£u danega intervala, to je vto£ki x5 = 3. Najve£ja vrednost je

fmax = f(x5) =
3

4
.Funk
ija f(x) doseºe najmanj²o vrednost v sta
ionarni to£ki x1 = −1 +

√
3. Najmanj²avrednost funk
ije na danem intervalu je:

fmin = f(−1 +
√

3) =
6 − 4

√
3√

3
< 0.

Naloga 3 (25 to£k)Izra£unajte nedolo£ena integrala:a.) ∫ ln 2xdxb.) ∫ x3

x3 + x2 + 3x + 3
dxPrvi integral re²imo z metodo integriranja po delih (per partes), drugega pa z raz
epomra
ionalne funk
ije na par
ialne ulomke.a.) Uporabimo metodo integriranja po delih, kjer vzamemo:

u = ln 2x ⇒ du =
1

x
dx,

dv = dx ⇒ v = x.Dobimo rezultat:
∫

ln 2x dx = uv −
∫

v du = x ln 2x −
∫

1 dx = x ln 2x − x + C.



b.) Ker je stopnja ²tev
a enaka stopnji imenoval
a (obe sta enaki 3), najprej polinom v²tev
u ra
ionalne funk
ije delimo s polinomom v imenoval
u:
x3 : (x3 + x2 + 3x + 3) = 1 − x2 + 3x + 3

x3 + x2 + 3x + 3
.Sedaj ra
ionalno funk
ijo

x2 + 3x + 3

x3 + x2 + 3x + 3
=

x2 + 3x + 3

x2(x + 1) + 3(x + 1)
=

x2 + 3x + 3

(x2 + 3)(x + 1)raz
epimo na delne (par
ialne) ulomke:
x2 + 3x + 3

(x2 + 3)(x + 1)
=

Ax + B

x2 + 3
+

C

x + 1
=

Ax2 + Ax + Bx + B + Cx2 + 3C

(x2 + 3)(x + 1)
.Sedaj izena£imo ²tev
a za£etne in kon£ne ra
ionalne funk
ije,

x2 + 3x + 3 = Ax2 + Ax + Bx + B + Cx2 + 3C,ter primerjamo koe�
iente pri istih poten
ah spremenljivke x:koe�
ient pri x2: 1 = A + Ckoe�
ient pri x: 3 = A + Bkoe�
ient pri x0: 3 = B + 3CRe²itev dobljenega sistema treh linearnih ena£b za tri neznanke je:
A =

3

4
, B =

9

4
, C =

1

4
.Sedaj ra£unamo:

∫

x3

x3 + x2 + 3x + 3
dx =

∫

(1 − x2 + 3x + 3

x3 + x2 + 3x + 3
) dx =

∫

(1 −
3
4
x + 9

4

x2 + 3
−

1
4

x + 1
) dx

=

∫

(1 − 3

4
· x

x2 + 3
− 9

4
· 1

x2 + 3
−

1
4

x + 1
) dx

= x − 9

4
· 1√

3
arctan

x√
3
− 1

4
ln |x + 1| − 3

8
ln |x2 + 3| + C.Pri tem smo v integral

∫

x

x2 + 3
dxuvedli ²e novo spremenljivko t = x2 + 3 (sledi dt = 2x dx in x dx = dt

2
).

Naloga 4 (25 to£k)Izra£unajte plo²£ino lika, ki ga oklepajo parabola y = −x2 + 2x + 3, njena tangenta vto£ki x = 3 in ordinatna os.



Najprej izra£unajmo tangeto. Smerni koe�
ient tangente je enak vrednosti odvoda funk
ijev dani to£ki x = 3. Torej
y′ = −2x + 2in

k3 = y′(3) = −4.Tangenta v to£ki B(3, 0) ima zato ena£bo
y − 0 = −4(x − 3) oziroma y = 12 − 4x.Tangenta seka ordinatno os v to£ki C(0, 12), saj je y(0) = 12. Lik, ki ga omejujejoparabola, njena tangenta in ordinatna os, je zato krivo£rtni trikotnik z ogli²£i A(0, 3),

B(3, 0) in C(0, 12).
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Iskana plo²£ina je plo²£ina med tangento in parabolo (tangenta leºi nad parabolo) naintervalu [0, 3], torej dolo£eni integral:
S =

∫ 3

0

((12−4x)−(−x2+2x+3)) dx =

∫ 3

0

(x2−6x+9) dx =

[

x3

3
− 3x2 + 9x

]3

0

=
27

3
−27+27 = 9.


