Matematika I (UNI) 2. kolokvij (15. januar 2009)
RESITVE

Naloga 1 (25 tock)
Dana je funkcija

a.) Izracunajte limito lim, .o f(x).

b.) Izracunajte limito lim, .., f(z).

c¢.) Naj bo g(x) = 2z — 1. Dolo¢ite kompozituma (f o g)(z) in (g o f)(x).
Gremo po vrsti.

a.) Funkcija f(x) je v tocki x = 0 definirana in zvezna, zato velja:
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b.) Pri izracunu limite lim, .., f(x) si pomagamo z znanim rezultatom
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Funkcijo f(z), katere limito rac¢unamo, zato nagprej ustrezno preoblikujemo, da lahko
uporabimo zgornji rezultat:
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c.) Izracunajmo Se obe kompoziciji funkcij f(z) in g(x):
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Naloga 2 (25 tock)
Dolocite tocke, kjer funkcija

2 — 2
fle) = z+1

doseze najvecjo oziroma najmanjso vrednost na intervalu [0,3]. Kaksni sta najvecja in
najmanjSa vrednost funkcije f(x) na danem intervalu?

Funkcija f(x) lahko doseZe obe ekstremni vrednosti (najmangSo in najveéjo vrednost)
v svojih stacionarnih tockah (znotraj danega intervala), v tockah nezveznosti, v tockah
neodvedljivosti ali v krajiscih intervala [0, 3]. Poisc¢imo najprej stacionarne tocke funkcije.
Izracunajmo torej prvi odvod funkcije f(x):
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Stacionarne tocke so resitve enacbe
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( +1)2 =0 oziroma z°+2x—2=0.
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Ker je diskriminanta D = 12, dobimo dve stacionarni tocki:

torej x1 = —1 + V3inas=—-1—+3. V notranjosti danega intervala [0, 3] leZi le tocka
x1, ki je kandidat za nastop iskanih ekstremmnih vrednosti.

Naslednji kandidati so:

e tocke nezveznosti: | (tocka x3 = —1 ne leZi v danem intervalu)

e tocke neodvedljivosti: | (tocka x3 = —1 ne leZi v danem intervalu)

.....



Sedaj izracunamo vrednost funkcije f(x) v vseh tockah, ki so kandidati za nastop iskanih
ekstremnih vrednosti, torej x1, x4 in xs5:

o (1B —2(-14+3)  6-4V3
fla) = f(=1+V3) = C1+v8) 11 == <0,
f(zs) = f(0) =

flzs) = f(3) =

=

e~ w

Sledi, funkcija f(x) doseZe najvecjo vrednost v desnem krajiscéu danega intervala, to je v
tockt x5 = 3. Najvecja vrednost je

fmaa} - f(xS) — 2

Funkcija f(x) doseze najmanjso vrednost v stacionarni tocki r; = —1 + V3. Najmanjsa
vrednost funkcije na danem intervalu je:
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Naloga 3 (25 tock)
[zracunajte nedoloc¢ena integrala:

a.) /ln 2z dx

b 7 d
) /x3+x2+3x+3 v

Prvi integral regimo z metodo integriranja po delih (per partes), drugega pa z razcepom
racionalne funkcije na parcialne ulomke.

a.) Uporabimo metodo integriranja po delih, kjer vzamemo:

1
u=In2x = du = —dx,
x

dv=dr = v=uzx.

Dobimo rezultat:
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b.) Ker je stopnja Stevea enaka stopnji imenovalca (obe sta enaki 3), najprej polinom v
Steveu racionalne funkcije delimo s polinomom v imenovalcu:
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Sedaj racionalno funkcijo

r? + 3z + 3 B 2+ 3r+3 B r? 4+ 3r+ 3
B4+ +3x+3  22(z+1)+3@x+1)  (224+3)(z+1)

razcepimo na delne (parcialne) ulomke:

2 +3x+3 _A:c+B+ C  A®+ Az + Bx+ B+ Cz?+3C
(22 +3)(xz+1)  22+3  x+1 (24 3)(x + 1)

Sedaj izenacimo Stevca zacetne in koncéne racionalne funkcije,
2> +3x+3=Ax?> + Ar + Bx + B+ C2? + 3C,
ter primerjamo koeficiente pri istih potencah spremenljivke x:
koeficient pri 2?: 1=A+C
koeficient pri x: 3 =A+ B
koeficient pri 2°: 3 = B + 3C

Resitev dobljenega sistema treh linearnih enacb za tri neznanke je:

Sedaj racunamo:
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uvedli Se novo spremenljivko t = 22 + 3 (sledi dt = 2x dx in xvdv = %)
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Pri tem smo v integral

Naloga 4 (25 tock)
Izracunajte ploscino lika, ki ga oklepajo parabola y = —x2 4+ 2x + 3, njena tangenta v
toc¢ki x = 3 in ordinatna os.




Najprej izracunajmo tangeto. Smerni koeficient tangente je enak vrednosti odvoda funkcije
v dani tocki x = 3. Torej
y = —2x+2

m
ks =y'(3) = —4.
Tangenta v tocki B(3,0) ima zato enacbo
y—0=—4(zx —3) oziroma y =12 —4x.
Tangenta seka ordinatno os v tocki C(0,12), saj je y(0) = 12. Lik, ki ga omejujejo

parabola, njena tangenta in ordinatna os, je zato krivocrtni trikotnik z oglisci A(0,3),

B(3,0) in C(0,12).

Iskana ploséina je ploséina med tangento in parabolo (tangenta lezi nad parabolo) na
intervalu [0, 3], torej doloceni integral:
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