
Matematika I (UNI) 2. kolokvij (15. januar 2010)RE�ITVENaloga 1 (25 to£k)Dana je funk
ija f(x) = e
√

3x sin x.a.) Izra£unajte limx→∞ f(x), £e obstaja.b.) Izra£unajte limx→−∞ f(x), £e obstaja.
.) Ali je funk
ija f(x) omejena?d.) Dolo£ite to£ke, kjer funk
ija f(x) doseºe najve£jo oziroma najmanj²o vrednost naintervalu [0, π].Gremo po vrsti.a.) Funk
ija sin x je si
er omejena, a vzdolº realne osi zavzema tako pozitivne kot neg-ativne vrednosti (med −1 in 1). Velja ²e: limx→∞ e
√

3x = ∞. Sledi, da
lim

x→∞
f(x) = lim

x→∞
e
√

3x sin xne obstaja. Ko je sin x < 0, se funk
ija f(x) namre£ pribliºuje −∞, ko je sin x > 0pa ∞.b.) Funk
ija sin x je povsod omejena (med −1 in 1) in velja limx→−∞ e
√

3x = 0. Sledi:
lim

x→−∞
f(x) = lim

x→−∞
e
√

3x sin x = 0.
.) Funk
ija f(x) ni omejena, kar sledi iz to£ke a.). Torej, ne obstajata taki realni²tevili m in M , da bi za vsak x ∈ Df = R veljalo: m ≤ f(x) ≤ M .d.) Kandidati, v katerih funk
ija f(x) lahko doseºe najve£jo ali najmanj²o vrednost naintervalu [0, π], so:� sta
ionarne to£ke:
f ′(x) =

√
3e

√
3x sin x + e

√
3x cos x = e

√
3x(

√
3 sin x + cos x) = 0√

3 sin x + cos x = 0 (delimo s cos x)√
3 tanx + 1 = 0

tan x = − 1√
3

x = −π

6
+ kπ, k ∈ Zedina sta
ionarna to£ka na intervalu [0, π] je torej x1 =

5π

6



� kraji²£i intervala: x2 = 0 in x3 = π,� to£ke nezveznosti: / (funk
ija je zvezna povsod)� to£ke neodvedljivosti: / (funk
ija je odvedljiva povsod)Izra£unajmo funk
ijske vrednosti v vseh treh kandidatih:� f(x1) = f(5π
6

) = e
√

3· 5π

6 sin 5π
6

= 1
2
· e

√
3· 5π

6 > 0,� f(x2) = f(0) = e0 sin 0 = 0,� f(x3) = f(π) = e
√

3π sin π = 0.Sledi, funk
ija f(x) doseºe najve£jo vrednost 1
2
· e

√
3· 5π

6 v to£ki x1 = 5π
6

in najmanj²ovrednost 0 v to£kah x2 = 0 in x3 = π.
Naloga 2 (25 to£k)Za funk
ijo

f(x) =

√
x2 + 4 + 3(x + 2)2

3(x + 2)izra£unajte:a.) odvod f ′(0),b.) ra
ionalno funk
ijo g(x) =
√

x2 + 4 · (f ′(x) − 1),
.) ni£le, pole, asimptoto in ekstreme funk
ije g(x) ter nari²ite graf funk
ije g(x).a.) Izra£unajmo najprej f ′(x):
f ′(x) =

( 2x

2
√

x2+4
+ 6(x + 2)) ∗ 3(x + 2) − (

√
x2 + 4 + 3(x + 2)2) ∗ 3

9(x + 2)2

=

3x(x+2)√
x2+4

+ 18(x + 2)2 − 3
√

x2 + 4 − 9(x + 2)2

9(x + 2)2

=
3
(

x(x+2)√
x2+4

+ 3(x + 2)2 −
√

x2 + 4
)

9(x + 2)2
·
√

x2 + 4√
x2 + 4

=
x(x + 2) + 3(x + 2)2

√
x2 + 4 − (x2 + 4)

3(x + 2)2
√

x2 + 4

=
3(x + 2)2

√
x2 + 4 + 2x − 4

3(x + 2)2
√

x2 + 4

= 1 +
2(x − 2)

3(x + 2)2
√

x2 + 4Sledi f ′(0) = 1 + −4
3·4·2 = 1 − 1

6
= 5

6
.



b.) Sedaj dobimo ra
ionalno funk
ijo:
g(x) =

√
x2 + 4 · (f ′(x) − 1)

=
√

x2 + 4 · (1 +
2(x − 2)

3(x + 2)2
√

x2 + 4
− 1)

=
√

x2 + 4 · 2(x − 2)

3(x + 2)2
√

x2 + 4

=
2(x − 2)

3(x + 2)2
.) Dobljena ra
ionalna funk
ija g(x) ima naslednje lastnosti:� Ni£le: x1 = 2 (1. stopnje).� Poli: x2 = −2 (2. stopnje).� Asimptota: y = 0 (ker je stopnja ²tev
a niºja od stopnje imenoval
a).� Za£etna vrednost: g(0) = −1
3
.� Ekstremi:

g′(x) =
2 ∗ 3(x + 2)2 − 2(x − 2) ∗ 6(x + 2)

9(x + 2)4

=
2(x + 2) (3(x + 2) − 6(x − 2))

9(x + 2)4

=
2 (18 − 3x)

9(x + 2)3

=
2 (6 − x)

3(x + 2)3Vidimo, da ima funk
ija g(x) eno sta
ionarno to£ko, namre£ x3 = 6. Naravote to£ke (ali je lokalni maksimum, lokalni minimum ali prevoj) dolo£imo spomo£jo drugega odvoda ali s pomo£jo ski
e. Izkaºe se, da je v tej to£ki lokalnimaksimum funk
ije in g(6) = 1
24
.Graf funk
ije g(x) podaja naslednja slika.

Naloga 3 (25 to£k)Izra£unajte nedolo£eni integral funk
ije
(x2 − 2) sin (2x) + x−2 + x−1 + 1.Izra£unati moramo

I =

∫

((x2 − 2) sin (2x)+x−2 +x−1 +1)dx =

∫

(x2 − 2) sin (2x)dx+

∫

(x−2 +x−1 +1)dx.



−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

Drugi integral izra£unamo takoj:
∫

(x−2 + x−1 + 1)dx =
x−1

−1
+ ln |x| + x + C = −1

x
+ ln |x| + x + C.Pri prvem integralu si pomagamo z metodo integriranja po delih (per partes):

∫

(x2 − 2) sin (2x)dx = −1

2
(x2 − 2) cos (2x) +

∫

1

2
· 2x cos (2x)dx

= −1

2
(x2 − 2) cos (2x) +

1

2
x sin (2x) −

∫

1

2
sin (2x)dx

= −1

2
(x2 − 2) cos (2x) +

1

2
x sin (2x) +

1

4
cos (2x) + D.Pri tem smo na prvem koraku, ko smo prvi£ integral razvili po metodi per partes, vzeli

u = x2−2 ⇒ du = 2xdx in dv = sin (2x)dx ⇒ v = −1
2
cos (2x). Ko smo metodo per partesuporabili drugi£, pa smo vzeli u = x ⇒ du = dx in dv = cos (2x)dx ⇒ v = 1

2
sin (2x).Sledi rezultat:

I = −1

x
+ ln |x| + x + C − 1

2
(x2 − 2) cos (2x) +

1

2
x sin (2x) +

1

4
cos (2x) + D

= −1

x
+ ln |x| + x − 1

4
(2x2 − 5) cos (2x) +

1

2
x sin (2x) + E.

Naloga 4 (25 to£k)Izra£unajte prostornino rota
ijskega telesa, ki ga dobimo, ko graf funk
ije y =
√

tan3 x,de�nirane na intervalu [0, π
3
], zavrtimo okrog abs
isne osi.



Prostornino oz. volumen nastale vrtenine izra£unamo takole:
V = π

∫ π

3

0

y2dx = π

∫ π

3

0

(tanx)3dx.Posebej izra£unajmo nedolo£eni integral, kjer upo²tevajmo identiteto
1 + tan2 x =

1

cos2 x
.Dobimo

∫

(tan x)3dx =

∫

(tan x)2 · tanx dx =

∫
(

1

cos2 x
− 1

)

· sin x

cos x
dx.Sedaj lahko v integral uvedemo novo spremenljivko: t = cos x ⇒ dt = − sin x dx, kar naspripelje do rezultata

∫
(

1

cos2 x
− 1

)

· sin x

cos x
dx =

∫
(

1

t2
− 1

)

· −dt

t
=

∫

(−t−3 +
1

t
) dt

=
1

2t2
+ ln |t| + C =

1

2 cos2 x
+ ln | cosx| + C.Prostornina nastale vrtenine je zato enaka:

V = π

∫ π

3

0

(tan x)3dx = π

[

1

2 cos2 x
+ ln | cos x|

]
π

3

0

= π

(

1

2 · 1
4

+ ln
1

2
− 1

2
− ln 1

)

= π(
3

2
+ ln

1

2
) =

π

2
(3 + 2 ln 2−1) =

π

2
(3 − 2 ln 2).


