
Matematika I (UNI) 1. kolokvij (26. november 2010)RE�ITVENaloga 1 (25 to£k)Dolo£ite podmnoºi
o realnih ²tevil, ki zado²£ajo neena£bi
|5x − 7| ≥ |2x + 3|.Lo£imo ²tiri moºnosti:1.) 5x − 7 ≥ 0

2x + 3 ≥ 0
5x − 7 ≥ 2x + 3Pod pogojema x ≥ 7

5
in x ≥ −3

2
velja x ≥ 10

3
.Prva delna re²itev je presek vseh treh intervalov: x ∈ [10

3
,∞).2.) 5x − 7 ≥ 0

2x + 3 < 0
5x − 7 ≥ −(2x + 3)Pod pogojema x ≥ 7

5
in x < −3

2
velja x ≥ 4

7
.Druga delna re²itev je presek vseh treh intervalov, kar je prazna mnoºi
a ∅.3.) 5x − 7 < 0

2x + 3 ≥ 0
−(5x − 7) ≥ 2x + 3Pod pogojema x < 7

5
in x ≥ −3

2
velja x ≤ 4

7
.Tretja delna re²itev je presek vseh treh intervalov: x ∈ [−3

2
, 4

7
].4.) 5x − 7 < 0

2x + 3 < 0
−(5x − 7) ≥ −(2x + 3)Pod pogojema x < 7

5
in x < −3

2
velja x ≤ 10

3
.�etrta delna re²itev je presek vseh treh intervalov: x ∈ (−∞,−3

2
).Re²itev neena£be dobimo kot unijo vseh delnih re²itev:

[
10

3
,∞) ∪ ∅ ∪ [−3

2
,
4

7
] ∪ (−∞,−3

2
) = (−∞,

4

7
] ∪ [

10

3
,∞).

Naloga 2 (25 to£k)Poi²£ite vsa kompleksna ²tevila z = x + iy, ki zado²£ajo ena£bi
z4 = (

√
3 − i)2.



Kompleksno ²tevilo
(
√

3 − i)2 = 3 − 2i
√

3 − 1 = 2 − 2i
√

3pretvorimo v polarno obliko r(cos ϕ + i sin ϕ). Ker sta polarni koordinati
r =

√

x2 + y2 =

√

22 + (−2
√

3)2 = 4,

ϕ = arctan
−2

√
3

2
= arctan (−

√
3) = −π

3
, (²tevilo leºi v IV. kvadrantu)dobimo

(
√

3 − i)2 = 4(cos (−π

3
) + i sin (−π

3
)).Uporabimo pravilo za izra£un re²itev dane ena£be, ki se glasi takole:

z = 4
√

r

(

cos
ϕ + 2kπ

4
+ i sin

ϕ + 2kπ

4

)

, k = 0, 1, 2, 3.V na²em primeru dobimo ²tiri re²itve:
z1 =

4
√

4

(

cos
−π

3
+ 2 · 0 · π

4
+ i sin

−π
3

+ 2 · 0 · π
4

)

=
√

2
(

cos
π

12
− i sin

π

12

)

,

z2 =
4
√

4

(

cos
−π

3
+ 2 · 1 · π

4
+ i sin

−π
3

+ 2 · 1 · π
4

)

=
√

2

(

cos
5π

12
+ i sin

5π

12

)

,

z3 =
4
√

4

(

cos
−π

3
+ 2 · 2 · π

4
+ i sin

−π
3

+ 2 · 2 · π
4

)

=
√

2

(

cos
11π

12
+ i sin

11π

12

)

,

z4 =
4
√

4

(

cos
−π

3
+ 2 · 3 · π

4
+ i sin

−π
3

+ 2 · 3 · π
4

)

=
√

2

(

cos
17π

12
+ i sin

17π

12

)

.

Naloga 3 (25 to£k)Dano je zaporedje s splo²nim £lenom
an = (n2 + 2) ln

n2

n2 + 2
.a.) Izra£unajte limito zaporedja.b.) Kak²nega predznaka so vsi £leni zaporedja? Odgovor utemeljite.
.) Ali vrsta ∞

∑

n=1

an konvergira? Odgovor utemeljite.Gremo po vrsti.



a.) Limito danega zaporedja izra£unamo takole:
lim

n→∞

an = lim
n→∞

(n2 + 2) ln
n2

n2 + 2
= lim

n→∞

ln

(

n2

n2 + 2

)n2+2

= lim
n→∞

ln

(

(n2 + 2) − 2

n2 + 2

)n2+2

= lim
n→∞

ln

(

1 − 2

n2 + 2

)n2+2

= lim
n→∞

ln

(

1 − 1
n2+2

2

)n2+2

= lim
n→∞

ln

(

1 − 1
n2+2

2

)

−
n
2
+2

2
·(−2)

= ln e−2 = −2.Pri tem smo si pomagali z znanim rezultatom:
lim

n→∞

(1 − 1

n
)−n = e.b.) Predznak £lenov zaporedja ugotovimo takole:

n2

n2 + 2
< 1,

ln
n2

n2 + 2
< ln 1 = 0,

an = (n2 + 2) ln
n2

n2 + 2
< 0.Torej, vsi £leni danega zaporedja so negativno predzna£eni.
.) Ali vrsta

∞
∑

n=1

an =

∞
∑

n=1

(n2 + 2) ln
n2

n2 + 2konvergira? Ker je
lim

n→∞

an = −2,torej razli£na od 0, sledi, da vrsta divergira. Vrsta namre£ ne izpolnjuje potrebnegapogoja za konvergen
o, ki je limn→∞
an = 0.

Naloga 4 (25 to£k)Dolo£ite de�ni
ijsko obmo£je in zalogo vrednosti funk
ije
f(x) = arcsin (2 − x2).Vemo, da je funk
ija arcsin de�nirana samo na intervalu [−1, 1], njena zaloga vrednosti paje interval [−π

2
, π

2
]. De�ni
ijsko obmo£je funk
ije f je zato dolo£eno z naslednjim pogojem:

−1 ≤ 2 − x2 ≤ 1.



Poi²£imo vsa realna ²tevila, ki temu pogoju zado²£ajo. Pogoj lahko zapi²emo v obliki dvehneena£b:
−1 ≤ 2 − x2 in 2 − x2 ≤ 1,ki morata biti izpolnjeni hkrati. Dobimo:

x2 − 3 ≤ 0 x2 − 1 ≥ 0,

x1,2 = ±
√

3 x1,2 = ±1,

x ∈ [−
√

3,
√

3] x ∈ (∞,−1] ∪ [1,∞).V re²itev (de�ni
ijsko obmo£je funk
ije f) spadajo vsa realna ²tevila v preseku obehmnoºi
:
Df = [−

√
3,
√

3] ∩ ((∞,−1] ∪ [1,∞)) = [−
√

3,−1] ∪ [1,
√

3].Poglejmo ²e, kak²na je zaloga vrednosti Zf funk
ije f . Ko je
x ∈ [−

√
3,−1] ∪ [1,

√
3],zavzame kvadratna funk
ija g(x) = 2 − x2 vse vrednosti z intervala [−1, 1]. Sledi, dazavzame funk
ija f(x) = arcsin g(x) vse vrednosti z intervala [−π

2
, π

2
]. Torej,

Zf = [−π

2
,
π

2
].Spodnja ski
a prikazuje grafa funk
ije f (rde£a barva) in kvadratne funk
ije g (modrabarva).
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