Matematika I (UNI) 1. kolokvij (26. november 2010)

RESITVE

Naloga 1 (25 tock)
Dolocite podmnozico realnih stevil, ki zadosc¢ajo neenacbi

52 — 7| > |22 + 3.

Loc¢imo Stiri mozZnosti:

Sr—7 > 0
1.) 2x+3 > 0
5r—7 > 2x+3
Pod pogojema x> % in x> —3 velja x > 1.
Prva delna resitev je presek vseh treh intervalov: x € [%, 00).

br —7 > 0
2.) 2043 < 0
bx—7 > —(2x+3)
Pod pogojema x > % mx < —% velja x > %.
Druga delna resitev je presek vseh treh intervalov, kar je prazna mnoZica ().

or—7 < 0
3.) 2x+3 > 0
—(Bbx=T7) > 2x+3
- 7 3 - 4
Pod pogojema x < ¢ in x > —% velja v < <.

Tretja delna resitev je presek vseh treh intervalov: x € [—%, %]
Sr—7 < 0
4.) 2x+3 < 0

—(bx—=T7) > —(2x+3)
Pod pogojema x < % nx < —% velja x < %.
Cetrta delna resitev je presek vseh treh intervalov: x € (—oo, —%)

Resitev neenacbe dobimo kot unijo vseh delnih resitev:

10 3 4 3 4 10

[3, o) U U [—5, ?] U (—o0, —5) = (—o0, ?] U [?, 00).

Naloga 2 (25 tock)
Poiscite vsa kompleksna stevila z = x + 1y, ki zadoscajo enacbi

2= (V3—1i)




Kompleksno stevilo

(V3—i)?=3-2ivV3-1=2-2i\3

pretvorimo v polarno obliko r(cos ¢ + i sin). Ker sta polarni koordinati

ro= a2+ y2=1/22 4 (—2V3)2 =4,

_2\/3

¢ = arctan — arctan (—V/3) = —g, (Stevilo lezi v IV. kvadrantu)

dobimo

(V3 — i)? = 4(cos (—g) +isin (—g)).

Uporabimo pravilo za izracun resitev dane enacbe, ki se glasi takole:

z:{‘/;(cos%m—l—isinw), k=0,1,2,3.
V nasem primeru dobimo Stiri resitve:
zy = ﬂ(cosw+isin_g+j O 7T):\/5((3083—2—isinl%),
Zy = ﬂ(cos#+isin¢):\/§<cosi)—g+isin?—;),
z3 = ﬂ(cosw+isin_%+j 2 7T):\/§<coslll—27rJrz'sinlll—;),
24 = ﬂ(cos_%—i_j 3 7r+isin_§+j 3 W)zﬁ(coslf—;—i—isin%).

Naloga 3 (25 tock)
Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom

n2

nz+2

a, = (n*+2)In

a.) Izracunajte limito zaporedja.

b.) Kaksnega predznaka so vsi ¢leni zaporedja? Odgovor utemeljite.

c.) Ali vrsta Z a, konvergira? Odgovor utemeljite.

n=1

Gremo po vrsti.



a.) Limito danega zaporedja izracunamo takole:

1 i (1 2) I = i ()
. T 9 _
e = fin 2 = i ()
24 9)—2\" " 2\
= lim In u = limIn(1-—
n—00 n?+2 n—00 n?+2
. n242 . —n2 . (g)
= Jim I (1 B ﬁ) = Jm In <1 B nm)
2 2
= lne?=-2.
Pri tem smo st pomagali z znanim rezultatom:
1
lim(1——)"=e.
(=) =e
b.) Predznak clenov zaporedja ugotovimo takole:
n2
< 1
n? + 2 ’
2
n
1 < In1=0
n—s 2 n ,
2 n?
n = 2)1 0.
an, = (n"+2)In RO

Torej, vsi ¢leni danega zaporedja so negativno predznaceni.

c.) Ali vrsta

o o 2
2 n
ap = n“+2)ln—
konvergira? Ker je
lim a, = —2,

torej razlicna od 0, sledi, da vrsta divergira. Vrsta namrec ne izpolnjuje potrebnega
pogoja za konvergenco, ki je lim,, . a, = 0.

Naloga 4 (25 tock)
Dolocite definicijsko obmodéje in zalogo vrednosti funkcije

f(z) = arcsin (2 — 2?).

Vemo, da je funkcija arcsin definirana samo na intervalu [—1, 1], njena zaloga vrednosti pa

je interval (=%, 3]. Definicijsko obmocje funkcije [ je zato doloceno z naslednjim pogojem.:

—1<2—22<1.



Poiscimo vsa realna stevila, ki temu pogoju zadoScajo. Pogoj lahko zapiSemo v obliki dveh

neenach:
—1<2—2* in 2-2*<1,

ki morata biti izpolnjeni hkrati. Dobimo:

72 -3 <0 r?—1>0,
T12 = :|:\/§ x12 = *1,
z € [—V3,V3 x € (00, —1]U[1, c0).

V resitev (definicijsko obmocje funkcije f) spadajo vsa realna Stevila v preseku obeh
mnozic:

Dy = [—V3,V3] N ((00, 1] U [1,00)) = [-V/3,-1] U[1,V3].

Poglejmo Se, kaksna je zaloga vrednosti Z; funkcije f. Ko je
LS [_\/ga _1] U [17 \/g]a

zavzame kvadratna funkcija g(z) = 2 — 2% wvse vrednosti z intervala [—1,1]. Sledi, da

zavzame funkcija f(x) = arcsin g(x) vse vrednosti z intervala [—7, 5]. Torej,

T
Zy=[—=, =]
1 =133
Spodnja skica prikazuje grafa funkcije f (rdeca barva) in kvadratne funkcije g (modra
barva,).




