
Matematika I (UNI) 2. kolokvij (20. januar 2012)

RE�ITVE

Naloga 1 (25 to£k)
Dana je funkcija

f(x) =



1

2x2 − 3x− 2
− 1

x2 + x− 6
, £e x < 2,

0 , £e x = 2,

1

25
· 8− 4 3

√
3x+ 2

x− 2
, £e x > 2.

a.) Izra£unajte levo in desno limito funkcije f v to£ki x = 2.

b.) Ali je funkcija f v to£ki x = 2 zvezna? Odgovor utemeljite.

Re²itev:

a.) Leva limita:

lim
x↑2

f(x) = lim
x↑2

(
1

2x2 − 3x− 2
− 1

x2 + x− 6

)
= lim

x↑2

(
1

(2x+ 1)(x− 2)
− 1

(x− 2)(x+ 3)

)
= lim

x↑2

(x+ 3)− (2x+ 1)

(2x+ 1)(x− 2)(x+ 3)

= lim
x↑2

−(x− 2)

(2x+ 1)(x− 2)(x+ 3)

= lim
x↑2

−1
(2x+ 1)(x+ 3)

= − 1

25
.

Pri izra£unu desne limite uporabimo L'Hospitalovo pravilo (dobimo nedolo£en limitni
izraz 0

0
):

lim
x↓2

f(x) = lim
x↓2

1

25
· 8− 4 3

√
3x+ 2

x− 2

= lim
x↓2

1

25
·
−4 · 1

3
(3x+ 2)−

2
3 · 3

1

= lim
x↓2

1

25
· (−4) · (3x+ 2)−

2
3

= lim
x↓2

−4
25
· 1

3
√

(3x+ 2)2

= lim
x↓2

−4
25
· 1
4
= − 1

25
.



b.) Funkcija f v to£ki x = 2 ni zvezna, saj je njena funkcijska vrednost v tej to£ki
razli£na od obeh limit. To je:

lim
x→2

f(x) = − 1

25
6= 0 = f(2).

Naloga 2 (25 to£k)
Dana je funkcija

f(x) =
√
x2(1− x).

a.) Dolo£ite de�nicijsko obmo£je, ni£le, stacionarne to£ke, intervale nara²£anja in padanja
funkcije ter lim

x→∞
f(x) in lim

x→−∞
f(x), £e sta de�nirani.

b.) �im bolj natan£no nari²ite graf funkcije f .

c.) Ali je funkcija f v to£kah x = 0 in x = 2
3
odvedljiva? Odgovor utemeljite.

Re²itev:

a.) � De�nicijsko obmo£je: 1− x ≥ 0 oziroma Df = (−∞, 1],
� Ni£le:

f(x) = 0√
x2(1− x) = 0

x2(1− x) = 0

x1 = 0 (2. st.), x2 = 1 (1. st.)

� Stacionarne to£ke:

f ′(x) = 0

2x− 3x2

2
√
x2(1− x)

= 0

x(2− 3x)

2
√
x2
√
1− x

= 0

1

2
· x
|x|
· 2− 3x√

1− x
= 0 (ulomek

x

|x|
je enak 1 ali −1)

2− 3x = 0

x =
2

3



� Intervali nara²£anja:

f ′(x) > 0

x(2− 3x)

2|x|
√
1− x

> 0

x(2− 3x) > 0

x ∈
(
0,

2

3

)
� Intervali padanja:

f ′(x) < 0

x(2− 3x) < 0

x ∈ (−∞, 0) ∪
(
2

3
, 1

]
� Obna²anje v neskon£nosti:

lim
x→∞

f(x) ni de�nirana, saj je Df = (−∞, 1],

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

√
x2(1− x) =∞.

b.) Skica grafa funkcije f :
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c.) Funkcija f v to£ki x = 0 ni odvedljiva! V tej to£ki je levi odvod negativen, desni pa
pozitiven. Predznak odvoda dolo£a izraz x

|x| .

Funkcija f je v to£ki x = 2
3
odvedljiva. To je celo stacionarna to£ka funkcije; odvod

je enak 0.



Naloga 3 (25 to£k)

a.) Izra£unajte nedolo£eni integral∫ (
x2 + 4x+ 3

x2 + 2x+ 1
− tanx · sin (2x)

)
dx.

b.) Poimenujte vsaj tri funkcije, ki so lahko rezultat integriranja racionalne funkcije.

Re²itev:

a.) Posebej integriramo funkciji, ki nastopata v razliki pod integralom:∫
x2 + 4x+ 3

x2 + 2x+ 1
dx =

∫
(x+ 3)(x+ 1)

(x+ 1)2
dx =

∫
x+ 3

x+ 1
dx =

∫ (
1 +

2

x+ 1

)
dx

= x+ 2 ln |x+ 1|+ C1∫
tanx · sin (2x) dx =

∫
sinx

cosx
· 2 sinx cosx dx =

∫
2 sin2 x dx

=

∫
2 · 1− cos (2x)

2
dx = x− 1

2
sin (2x) + C2

Rezultat:∫ (
x2 + 4x+ 3

x2 + 2x+ 1
− tanx · sin (2x)

)
dx = 2 ln |x+ 1|+ 1

2
sin (2x) + C.

b.) Pri integriranju racionalne funkcije lahko dobimo polinomsko, racionalno, logaritem-
sko funkcijo in/ali funkcijo arkus tangens.

Naloga 4 (25 to£k)

a.) Izra£unajte obseg krivo£rtnega lika, omejenega s krivuljo y = ln
1

cosx
, premicama

x = 0 in x = π
4
ter abscisno osjo.

Namig:
∫

1

cosx
dx = ln

∣∣∣∣ 1

cosx
+ tanx

∣∣∣∣+ C.

b.) Dokaºite veljavnost zveze iz zgornjega namiga.

Re²itev:



a.) Funkcija y = ln 1
cosx

je na celem intervalu [0, π
4
] nenegativna, saj je

1 ≤ 1

cosx
≤ 1
√
2
2

=
2√
2
.

V kraji²£ih intervala velja

� y(0) = 0 in

� y(π
4
) = ln 2√

2
= ln

√
2 = 1

2
ln 2.

Krivo£rtni lik, omejen s krivuljo y = ln
1

cosx
, premicama x = 0 in x = π

4
ter

abscisno osjo, ima dve ravni (ena leºi na x osi, druga na premici x = π
4
) in eno

krivo stranico (del krivulje y). Skica lika:
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Obseg izra£unamo takole:

o =
π

4
+

1

2
ln 2 +

∫ π
4

0

√
1 + (y′)2 dx.

Ker je y = ln 1
cosx

= − ln cosx, je

y′ = − 1

cosx
· (− sinx) = tan x,

in zato∫ π
4

0

√
1 + (y′)2 dx =

∫ π
4

0

√
1 + tan2 x dx =

∫ π
4

0

√
1

cos2 x
dx =

∫ π
4

0

1

cosx
dx

=

[
ln

∣∣∣∣ 1

cosx
+ tanx

∣∣∣∣]π
4

0

= ln

∣∣∣∣ 1

cos π
4

+ tan
π

4

∣∣∣∣− ln

∣∣∣∣ 1

cos 0
+ tan 0

∣∣∣∣
= ln

∣∣∣∣ 2√
2
+ 1

∣∣∣∣− ln |1 + 0| = ln
∣∣∣√2 + 1

∣∣∣.



Sledi rezultat

o =
π

4
+

1

2
ln 2 + ln

∣∣∣√2 + 1
∣∣∣ = π

4
+ ln
√
2 + ln (

√
2 + 1) =

π

4
+ ln (

√
2(
√
2 + 1))

=
π

4
+ ln (2 +

√
2).

b.) Vemo, da velja ∫
f(x) dx = F (x) + C ⇐⇒ f(x) = F ′(x).

Primitivno funkcijo na desni strani namiga zato odvajajmo:(
ln

∣∣∣∣ 1

cosx
+ tanx

∣∣∣∣)′ = 1
1

cosx
+ tanx

·
(

sinx

cos2 x
+

1

cos2 x

)
=

cosx

1 + sin x
·
(
sinx+ 1

cos2 x

)
=

1

cosx
.

Zveza iz namiga velja, saj je odvod primitivne funkcije enak funkciji pod integralom,
torej F ′(x) = f(x).


