Matematika I (UNI) 2. kolokvij (18. januar 2013)

RESITVE

Naloga 1 (25 tock)
Dana je funkcija

e Cim bolj natanéno narisite graf funkcije g.

e Izracunajte h%l ¢ (x) in Ii{r21 ¢ (). Kako se to odraza na grafu funkcije g7

Resitev:

Izracunajmo nekatere lastnosti funkcije g.

o Zacetna vrednost: g(0) = /16 = v/21 = 23/2 = 2. 5.

e Definicijsko obmocje: R.

o Nicdle:
g(z) =0,
y (.I‘2 - 4)2 = 07
($2 - 4)2 =0,

(o — 2P +27 =0,
xy =2 (2. stopnja),
xe = —2 (2. stopnja).

o Stacionarne tocke:

g'(x) =0,
(2% —4)3) =0,
2 1
g(xQ —4)73 .20 =0,
4
3 - = O’
V2 —4
xz=0.
Opazimo, da funkcija v x = 2 in x = —2 ni odvedljiva.

e ObnaSanje v neskoncnostih:

. . . 3 2_ —
g, 9) = g, VI A = oo,

lim g(z) = oo (funkcija je soda).
Tr——00



Nadaljujemo:

4x

lim ¢ (z) = lim ————— =
mg( ) 212 3v/a2 — 4

—0Q,

lim () = lim — 2
im¢'(x) = lim - 00
x)2 g xl2 312 — 4

Funkcija g v tocki x = 2 ni odvedljiva (nima enoliéno dolocene tangente), tam je konicasta.

Naloga 2 (25 tock)
V mnozici tangent na graf funkcije

0 T
22+ 3’

flz) = €R,

poiSc¢ite enacbe tistih, ki imajo najmanjsi naklon, in enacbe tistih, ki imajo najvecji
naklon.

Ali je kaksna tangenta vzporedna z = osjo? Ali je kak$na tangenta vzporedna z y osjo?
Odgovora utemeljite.

Resitev:

Naklon oziroma smerni koeficient tangente v tocki x = a je enak f'(a), zato izracunajmo

odvod funkcije f:
—12x
, p—

Iscemo globalne ekstreme (minimume in maksimume) funkcije f'. Ker je ta funkcija
(odvod) definirana, zvezna in odvedljiva za vsa realna Stevila, so edini kandidati za globalne



ekstreme stacionarne tocke funkcije f'. To so tocke, v katerih je odvod funkcije f' enak 0:

f”(x)/ =0,

—12(22 +3)? + 122 - 2(2? + 3) - 2z

=0,
(22 4 3)4
36(a? 4 3)(a* —1) 0
(22 + 3)* -
36(x —1)(x+1) 0
(22 4 3)3 -
(x—1)(z+1)=0.
Dobimo dve stacionarni tocki: x; = 1 in x9 = —1. Funkcijske vrednosti funkcije f’
(smerni koeficienti tangent) v obeh tockah dajo odgovor na vpraSanje:
3
() = i Kmin, (najmanjsi naklon)
3
f'(-1) = 1= Emag-  (najvecji naklon)
Tcm%entaéj tocki (1, %) ima zato enacbho y = —%:1: + %, tangenta v tocki (—1, %) pa enacho
Yy = Z.T + 1

Smerni koeficient tangent, ki so vzporedne z x osjo, je enak 0. Ker je f'(x) = 0 samo v
x =0, obstaja ena taksna tangenta. Njena enacba je y = f(0) = 2. Zy osjo ni vzporedna
nobena tangenta, saj je f povsod odvedljiva.

Naloga 3 (25 tock)
Izrac¢unajte nedoloceni integral realne funkcije:

/\/Eln:cdx.

Dolocite vse pare realnih Stevil a in b, za katere obstaja doloc¢eni integral

b
/ Vrlnzde.

Ali posploseni integral, v katerem je natanko ena izmed mej enaka oo, obstaja? Odgovor
utemeljite.

Resitev:

Nedoloceni integral lahko izracunamo z metodo integracije po delih:

1
u=Inr = du=—dz,
x

Njw

2
dv=+rdx — U:§x.



Dobimo:
/\/Elnxda::uv—/vdu
zgxglnx—/gxédx
3 3

2 4
= gas\/}lnx — §$\/§+C

= gxﬁ(3lnx -2)+C.

Definicijsko obmodcije funkcije pod integralom je mnoZica pozitivnih realnih $tevil: (0,00).
Ker je funkcija pod integralom zvezna, doloceni integral obstaja za vse pare (a,b), kjer je
a € (0,00) inb e (0,00). Ker je funkcija pod integralom navzgor neomejena, posplosena

integrala [ /xInxdr in [ rlnade =— [ /xInade ne obstajata.

Naloga 4 (25 tock)
Izracunajte ploscino dela realne ravnine, ki zados¢a pogojema

r <sin? (2p) in 0<p< g
Pri tem sta r in ¢ polarni koordinati. Obmocje tudi skicirajte!

NawmiGg: P = %ff r2(p) dp.

Resitev:

Ploscino dela realne ravnine, ki je opisan s polarnima koordinatama in omejen s krivuljo
r(p), izracunamo po formuli

IR
P = 5 () dp.
Racunajmo:
P = " sin (2¢) dyp
_ 3(1—0028(4@)20&0

jus
2

(1 - cos (49))* dy

|l = 0l ool ol N+~ N+

us

: (1 —2cos (4p) + cos® (4¢)) dp

2 1+ cos (8p
260))

— S T S —

(1 — 2cos (4¢) +

1 1 1 2
{gp b sin (4¢) + AT sin (8gp)] i

w | w
N | 3



Skica
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