
Matematika I (UNI) 2. kolokvij (18. januar 2013)

RE�ITVE

Naloga 1 (25 to£k)
Dana je funkcija

g(x) = 3
√

(x2 − 4)2.

• �im bolj natan£no nari²ite graf funkcije g.

• Izra£unajte lim
x↑2

g′(x) in lim
x↓2

g′(x). Kako se to odraºa na grafu funkcije g?

Re²itev:

Izra£unajmo nekatere lastnosti funkcije g.

• Za£etna vrednost: g(0) = 3
√
16 =

3
√
24 = 2 3

√
2
.
= 2, 5.

• De�nicijsko obmo£je: R.

• Ni£le:

g(x) = 0,
3
√

(x2 − 4)2 = 0,

(x2 − 4)2 = 0,

(x− 2)2(x+ 2)2 = 0,

x1 = 2 (2. stopnja),

x2 = −2 (2. stopnja).

• Stacionarne to£ke:

g′(x) = 0,

((x2 − 4)
2
3 )′ = 0,

2

3
(x2 − 4)−

1
3 · 2x = 0,

4x

3 3
√
x2 − 4

= 0,

x = 0.

Opazimo, da funkcija v x = 2 in x = −2 ni odvedljiva.

• Obna²anje v neskon£nostih:

lim
x→∞

g(x) = lim
x→∞

3
√
(x2 − 4)2 =∞,

lim
x→−∞

g(x) =∞ (funkcija je soda).
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Nadaljujemo:

lim
x↑2

g′(x) = lim
x↑2

4x

3 3
√
x2 − 4

= −∞,

lim
x↓2

g′(x) = lim
x↓2

4x

3 3
√
x2 − 4

=∞.

Funkcija g v to£ki x = 2 ni odvedljiva (nima enoli£no dolo£ene tangente), tam je koni£asta.

Naloga 2 (25 to£k)
V mnoºici tangent na graf funkcije

f(x) =
6

x2 + 3
, x ∈ R,

poi²£ite ena£be tistih, ki imajo najmanj²i naklon, in ena£be tistih, ki imajo najve£ji
naklon.

Ali je kak²na tangenta vzporedna z x osjo? Ali je kak²na tangenta vzporedna z y osjo?
Odgovora utemeljite.

Re²itev:

Naklon oziroma smerni koe�cient tangente v to£ki x = a je enak f ′(a), zato izra£unajmo
odvod funkcije f :

f ′(x) =
−12x

(x2 + 3)2
.

I²£emo globalne ekstreme (minimume in maksimume) funkcije f ′. Ker je ta funkcija
(odvod) de�nirana, zvezna in odvedljiva za vsa realna ²tevila, so edini kandidati za globalne



ekstreme stacionarne to£ke funkcije f ′. To so to£ke, v katerih je odvod funkcije f ′ enak 0:

f ′′(x) = 0,(
−12x

(x2 + 3)2

)′
= 0,

−12(x2 + 3)2 + 12x · 2(x2 + 3) · 2x
(x2 + 3)4

= 0,

36(x2 + 3)(x2 − 1)

(x2 + 3)4
= 0,

36(x− 1)(x+ 1)

(x2 + 3)3
= 0,

(x− 1)(x+ 1) = 0.

Dobimo dve stacionarni to£ki: x1 = 1 in x2 = −1. Funkcijske vrednosti funkcije f ′

(smerni koe�cienti tangent) v obeh to£kah dajo odgovor na vpra²anje:

f ′(1) = −3

4
= kmin, (najmanj²i naklon)

f ′(−1) =
3

4
= kmax. (najve£ji naklon)

Tangenta v to£ki (1, 3
2
) ima zato ena£bo y = −3

4
x+ 9

4
, tangenta v to£ki (−1, 3

2
) pa ena£bo

y = 3
4
x+ 9

4
.

Smerni koe�cient tangent, ki so vzporedne z x osjo, je enak 0. Ker je f ′(x) = 0 samo v
x = 0, obstaja ena tak²na tangenta. Njena ena£ba je y = f(0) = 2. Z y osjo ni vzporedna
nobena tangenta, saj je f povsod odvedljiva.

Naloga 3 (25 to£k)
Izra£unajte nedolo£eni integral realne funkcije:∫ √

x lnx dx.

Dolo£ite vse pare realnih ²tevil a in b, za katere obstaja dolo£eni integral∫ b

a

√
x lnx dx.

Ali posplo²eni integral, v katerem je natanko ena izmed mej enaka ∞, obstaja? Odgovor
utemeljite.

Re²itev:

Nedolo£eni integral lahko izra£unamo z metodo integracije po delih:

u = lnx =⇒ du =
1

x
dx,

dv =
√
x dx =⇒ v =

2

3
x

3
2 .



Dobimo: ∫ √
x lnx dx = uv −

∫
v du

=
2

3
x

3
2 lnx−

∫
2

3
x

1
2 dx

=
2

3
x
√
x lnx− 4

9
x
√
x+ C

=
2

9
x
√
x(3 lnx− 2) + C.

De�nicijsko obmo£je funkcije pod integralom je mnoºica pozitivnih realnih ²tevil: (0,∞).
Ker je funkcija pod integralom zvezna, dolo£eni integral obstaja za vse pare (a, b), kjer je
a ∈ (0,∞) in b ∈ (0,∞). Ker je funkcija pod integralom navzgor neomejena, posplo²ena
integrala

∫∞
a

√
x lnx dx in

∫ a
∞
√
x lnx dx = −

∫∞
a

√
x lnx dx ne obstajata.

Naloga 4 (25 to£k)
Izra£unajte plo²£ino dela realne ravnine, ki zado²£a pogojema

r ≤ sin2 (2ϕ) in 0 ≤ ϕ ≤ π

2
.

Pri tem sta r in ϕ polarni koordinati. Obmo£je tudi skicirajte!

Namig: P = 1
2

∫ β
α
r2(ϕ) dϕ.

Re²itev:

Plo²£ino dela realne ravnine, ki je opisan s polarnima koordinatama in omejen s krivuljo
r(ϕ), izra£unamo po formuli

P =
1

2

∫ β

α

r2(ϕ) dϕ.

Ra£unajmo:

P =
1

2

∫ π
2

0

sin4 (2ϕ) dϕ

=
1

2

∫ π
2

0

(
1− cos (4ϕ)

2

)2

dϕ

=
1

8

∫ π
2

0

(1− cos (4ϕ))2 dϕ

=
1

8

∫ π
2

0

(
1− 2 cos (4ϕ) + cos2 (4ϕ)

)
dϕ

=
1

8

∫ π
2

0

(
1− 2 cos (4ϕ) +

1 + cos (8ϕ)

2

)
dϕ

=
1

8

[
ϕ− 1

2
sin (4ϕ) +

1

2
ϕ+

1

16
sin (8ϕ)

]π
2

0

=
3π

32
.
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