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Linearna algebra Matrike

Opomba

Racunanje determinante je ¢asovno zelo potratno.

Z izralun determinante matrike dimenzije n X n je potrebno
izraunati n! produktov.

Racunanje determinante poskuSsamo poenostaviti z upo$tevanjem
razli¢nih lastnosti determinante.
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Lastnosti determinante

Naj bo A € M, kvadratna matrika dimenzije n x n.

» Determinanta se ne spremeni, e zamenjamo vlogo vrstic in
stolpcev.
det A=det AT

» Ce pri kvadratni matriki zamenjamo dve vrstici, se
determinanti spremeni predznak.
Naj bo B € M,, matrika, ki jo dobimo tako, da pri matriki A
zamenjamo k-to in /-to vrstico, k # /. Potem je

det B = —det A.
» Ce ima matrika A dve enaki vrstici ali dva enaka stolpca,
potem je
det A=0.
Dokaz.
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» Ce pri matriki A vse elemente neke vrstice pomnoZimo z istim
faktorjem X\ € R, potem ima dobljena matrika A;
determinanto, ki je za faktor A ve¢ja od prvotne.

a1l a2 ... din di1 di12 ... din
det Aajl Aapp ... Aain = Adet aj1 a2 ... ain
dnl an2 ... dpn dnl dp2 ... dapn

det(AA) = A" det A
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» Ce za kvadratno matriko A velja, da je njena k-ta vrstica
vetkratnik /-te vrstice, potem je

det A =0.

» Ce pri kvadratni matriki A katerikoli vrstici pristejemo
katerokoli drugo vrstico, potem ima dobljena kvadratna
matrika B isto determinanto kot A, torej

det A = det B.
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» Naj bo A zgornje trikotna matrika. Potem je njena
determinanta enaka produktu njenih diagonalnih elementov.

dil1 412 ... din
0 a2 ... ap

det . . ) . = 311422 ...ann
0 0 ... am

» V posebnem primeru, ko je A diagonalna kvadratna matrika, je

det A= aj1ax» - ann-
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Opomba

Z upostevanjem navedenih lastnosti lahko matriko preoblikujemo
do zgornje trikotne matrike, ki ima enako determinanto kot
prvotna matrika, determinanta zgornje trikotne matrike pa je enaka
produktu diagonalnih elementov.
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Primer
Izratunajmo vrednost determinante

102 -10
21 4 3 2
315 01
023 1 0
102 1 5

Gregor Dolinar Matematika 2



Linearna algebra Matrike

Determinanta ima tudi naslednjo pomembno lastnost, ki jo
imenujemo multiplikativnost.

Trditev
Naj bosta A, B € M,,. Potem velja

det(AB) = det Adet B

Posledica

det A1 =
€ det A
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Dokaz
Ker je
det/ =1,
je
1 =det/ = det(AA™!) = det Adet AL,
torej
1
detA ™t = ——.
€ det A
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lzrek
Naj bo A € M,, kvadratna matrika. Potem je A obrnljiva matrika
natanko tedaj, ko je

det A #£ 0.

Drugace povedano, matrika A € M, je singularna natanko tedaj,
ko je
det A=0.
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Dokaz
DokaZimo samo eno izmed implikacij v izreku.
Ce je A € M, obrnljiva matrika, potem obstaja njen inverz A=t in
velja
AATL = |,

torej je
det(AA™1) = det /.

Upostevamo, da je determinanta multiplikativna in da je det! =1,
in dobimo
det Adet A~ =1,

torej je det A # 0.
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Uporaba determinante

Determinanto bomo sreali pri zelo razli¢nih temah, na primer:
> reSevanje sistemov linearnih enacb
» racunanje inverznih matrik
» preverjanje koplanarnosti vektorjev
» racunanje prostornine
» ralunanje vektorskega produkta
» preverjanje linearne neodvisnosti resitev diferencialnih enacb
» iskanju ekstremov funkcij ve¢ spremenljivk

» ralunanju rotorja vektorskega polja
itd.

Gregor Dolinar Matematika 2



Linearna algebra Matrike

Oglejmo si primer uporabe determinant pri reevanju sistema n
linearnih enacb

aiixy + appxe + -+ ainxp = by
axnx1 + axxa + -+ awpxy = by

an1X1 + anpXo + -+ + appXn = by

z n neznankami xi, X2, ..., x, s pomo&jo Cramarjevega pravila.
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Zapisimo najprej sistem n linearnih enacb v matri¢ni obliki.
Definiramo matrike

dil1 d12 ... din X1 b1

dp1 422 ... ap X2 b2
A= , X = , B=

anl an2 ... ann Xn b,
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Potem je
da11 4d12 ... din X1
a1 da22 ... asp X2
AX =
dnl dn2 ... @ann Xn

aiixy + aexe + - - + ainXn
az1X1 + axpXxo + -+ + apXp

an1X1 + an2Xo + -+ + appXn
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Matri¢na enacba

AX = B,
torej
dil1 d12 ... din X1 b1
a1 ax ... axn X2 by
— )
anl an2 ... ann Xp b,

Jje ekvivalentna sistemu n linearnih enacb

aiixi + axe + -+ aipXn by
az1X1 + axpXxo + -+ + apXp

anix1 + anpXo + -+ + apnXp b,
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