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Linearna algebra Matrike

Matri¢na enacba

AX = B,
torej
dil1 d12 ... din X1 b1
a1 ax ... axn X2 by
— )
anl an2 ... ann Xp b,

Jje ekvivalentna sistemu n linearnih enacb

aiixi + axe + -+ aipXn by
az1X1 + axpXxo + -+ + apXp

anix1 + anpXo + -+ + apnXp b,
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Linearna algebra Matrike

Zan=1je
diiXxiy = bl.

Potem je reSitev sistema enaka

by
X1 = —,
aii

e je seveda aj1 # 0.
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Linearna algebra Matrike

Enacbo lahko zapiSemo tudi v matri¢ni obliki AX = B, torej

(a11)(x1) = (b1),

reSitev pa bi bila

o — det(bl)

= —- detA#D0.
! det(a11)’ StA 7
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Linearna algebra Matrike

Zan=2je
aiix1 + aexe = by
az1x1 + axnxe = b

Ce prvo enatbo pomnoZimo z axy, drugo pa z ajp in dobljeni

enalbi odstejemo, dobimo

(a11a22 — az1a12)x1 = brax — braio

Resitev je potem

biaxy — bra;x .
—_— Ce J& apiaz2 — azidi2 75 0.

X1 =
d11d22 — a21412

Podobno dobimo, da je

braiy — braz1 .
—_— ce J& aiiadzz — azidi2 75 0.

Xy =
d11d22 — a21412
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Linearna algebra Matrike

Enacébo lahko zapisemo tudi v matri¢ni obliki AX = B, torej
(«311 312><X1>:<b1>

az1 a2 X2 by )
Definiramo $e matriki

b1 ar > . < ain b >

Al = in Ay = ,
! < by ax 2 a1 b

pri ¢emer A; dobimo tako, da prvi stolpec matrike A nadomestimo
z B, matriko Ay pa tako, da drugi stolpec matrike A nadomestimo

z B.
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Linearna algebra Matrike

Pokazali smo Ze, da je reSitev sistema

aiix1 + axe = by

aziX1 + axnxo = by

enaka

_ biax — ban _ bay — han
Xl - ) X2 - 9
a11a22 — a21412 a11a22 — az14d12
ce je d11d22 — az1di2 75 0.
Torej je resitev sistem

. det A o det A,

_ detAy _ detAe A 0.
detAd’ 27 qear detAFO

X1
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Linearna algebra Matrike

Cramarjevo pravilo za sistem n linearnih ena¢b

ajix1 + apxa + -+ + ainxy, = by
a1x1 + amxa + -+ + anxny = b

an1X1 + apXo + -+ + appXn = by

z n neznankami, ki ga lahko zapisemo v matri¢ni obliki AX = B,
pove, da so v primeru, ko je det A # 0, reSitve sistema enake

. — det A;
" detA’

i=1,2,....n.
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Linearna algebra Matrike

Primer
S Cramerjevim pravilom re$imo sistem

3x—y+2z=-4
2x —3y = -8
y—4z=0

x=-1,y=2 2z %
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Linearna algebra Matrike

Rac¢unanje inverzne matrike

S pomot&jo Cramarjevega pravila lahko izratunamo tudi inverzno
matriko A~! matrike A € M,.

Pri ratunanju inverzne matrike reSujemo n sistemov n linearnih
enacb za n neznank.

Za dano matriko A € M,, is¢emo tako matriko X € M,, da je

AX =1, torej
dil1 412 ... din X11 X12 ... Xipn 1 0 . 0
dp1 d22 ... aop X21 X222 ... X2p 01 . 0
dnl dp2 ... anpn Xpnl Xp2 ... Xnn 00 ... 1
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Linearna algebra Matrike

Enatbo AX = I lahko razdelimo na n matri¢nih enacb AX; = [;,
kjer z X; € Mp1 oznalimo i-ti stolpec matrike X, z I; pa i-ti
stolpec matrike /.

d11 4d12 ... din X1i 0
a1 ax» ... az Xoj :

- 1
dnl an2 ... @ann Xni

Vsako izmed teh n matri¢nih enab (sistemov linearnih enatb za n
neznank) znamo resiti s Cramarjevim pravilom.
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Linearna algebra Matrike

Trditev
Naj bo Ac M), nesingularna kvadratna matrika, torej det A # 0.
Potem je
-
Gi1 Go ... G
Al 1 C1 G ... O
det A : ST ’
Cnl Cn2 o Cnn

pri &emer so C;; kofaktorji elementov aj;, torej Cjj = (—1)" det Aj;.
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Linearna algebra Matrike

Cramarjevo pravilo ima to pomanjkljivost, da je uporabno samo za
sisteme AX = B, za katere je det A # 0.

Poleg tega je ralunanje determinant ¢asovno zelo zahtevno.

V nadaljevanju pokaZimo, kako lahko sistem linearnih enacb veliko
udinkoviteje resimo z Gaussovo metodo.

V ta namen najprej definiramo rang matrike.
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Linearna algebra Matrike

Rang matrike

Definicija
Rang matrike A € My, ki ga oznalimo z rangA, je dimenzija
najvedje nenitelne poddeterminante te matrike.

Opomba

Torej je rangA = k, e obstaja taka podmatrika Ax dimenzije

k X k, za katero je det A # 0, za vsak | > k pa je det A, =0 za
vsako podmatriko A; dimenzije [ x /.

Matrika ima rang 0, &e so vsi njeni elementi enaki nic.

Opomba

Rang je definiran tudi za pravokotne matrike.
Velja
rangA < min{m, n}.
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Linearna algebra Matrike

Opomba

Matrika A € M,, je nesingularna natanko tedaj, ko je rangA = n.
Matrika A € M, je singularna natanko tedaj, ko je rangA < n.
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Linearna algebra Matrike

Primer
Izradunajmo rang matrike

in matrike
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Linearna algebra Matrike

Ker smo rang matrike definirali s pomo&jo determinante, lahko
hitro preverimo, da za rang matrike veljajo podobne lastnosti kot
za determinanto:

> rang matrike se ne spremeni, ¢e zamenjamo vlogo vrstic in
stolpcev.
rangA = rangA’

» Ce pri matriki zamenjamo dve vrstici, se rang ne spremeni.
Naj bo B € M,, matrika, ki jo dobimo tako, da pri matriki A
zamenjamo k-to in /-to vrstico, k # /. Potem je

rangB = rangA.

» Ce pri matriki A vse elemente neke vrstice pomnoZimo z istim
neni¢elnim faktorjem A € R, potem ima dobljena matrika A;
enak rang kot prvotna.
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Linearna algebra Matrike

» Ce pri matriki A katerikoli vrstici pritejemo katerokoli drugo
vrstico, potem ima dobljena matrika B enak rang kot A, torej

rangA = rangB.

» Naj bo A “zgornje trikotna” matrika. Potem je njen rang enak
Stevilu njenih nenicelnih vrstic.

Opomba

Z upostevanjem navedenih lastnosti lahko matriko preoblikujemo
do “zgornje trikotne” matrike, ki ima enak rang kot prvotna
matrika, rang “zgornje trikotne” matrike pa je enak Stevilu
nenielnih vrstic.
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Linearna algebra Matrike

Primer
Izra¢unajmo rang matrike

1 -2 3 01
-1 3 5 10
0 2 18 4 6
-2 4 -6 16
in matrike

-1 2 6

0 1 5

2 -3 -7

1 -1 -1
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