Gregor Dolinar

Fakulteta za elektrotehniko
Univerza v Ljubljani

7. marec 2014

Gregor Dolinar Matematika 2



Linearna algebra Matrike

Gaussova metoda za raunanje sistema linearnih enacb

I$¢emo resitev sistema m linearnih ena&b za n neznank

aiixy + appxa + -+ ainxp = by
anx1 + axxa + -+ awpxy, = by

am1X1 + amex2 + -+ amnXn = bm

Kaj lahko pri sistemu enacb spreminjamo, pa se resitev sistema ne
bo spremenila?

» Zamenjamo dve enacbi.
» Ena¢bo pomnoZimo z nenilelnim skalarjem

» Od ene enalbe odstejemo veckratnik druge enalbe.
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Sistem linearnih enacb lahko zapiSemo tudi v matri¢ni obliki

AX = B,

kjer so
Ae My, XeEM1 in Be M.

Definicija
Naj bo A € M,,, matrika koeficientov sistema. Ce matriko A
razSirimo s stolpcem B, potem tako dobljeno matriko

R = (A|B) € M ni1

imenujemo razsirjena matrika sistema.
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Primer
Raz8irjena matrika sistema

3x—y+2z=-4

2x —3y = -8
y—4z=0
je
3 -1 2 -4
2 -3 0 -8
0 1 -4 O
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Kako lahko transformiramo razsirjeno matriko R, pa se reSitev
sistema enacb ne bo spremenila?

» Zamenjamo dve vrstici.
> Vrstico pomnoZimo z neniéelnim skalarjem

» Od ene vrstice odstejemo veckratnik druge vrstice.

Opomba
Pri vseh nastetih transformacijah se rang matrike ne spremeni.
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Pri Gaussovi metodi s pomo&jo nastetih treh transformacij
preoblikujemo razSirjeno matriko do “zgornje trikotne” matrike in
nato rekurzivno izratunamo resitev sistema.

Za sistem n enacb z n neznankami bi preoblikovali razsirjeno
matriko do matrike

ni n2 ... n,n—1 Nn (4]
0 oy ... R2.n—1 on (@)
0 0 -v+ Ih—1p-1 Irn-1,n Cpn-1
o 0 ... 0 rn Cn
in od tod c
n
Xp = —, ran # 0,
r'nn

Cn—1 — I'n—1,nXn
Xp—1= —————— 5 Ih—-1n-1 # 07 etc.
rn—1,n—1
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Kaj je z obstojem resitve sistema linearnih ena&b?

Primer
Naj bosta premici podani z enat¢bama

aix+ b1y = ¢ in axx + by = c.

Katere so tiste tocke, ki leZijo hkrati na obeh premicah?
IS¢emo torej reSitve sistema dveh linearnih enatb za neznanki x in

y:
ax+ biy=c
ax+ by =0o

Kaj je lahko reSitev tega sistema?

» Premici se ne sekata, sistem nima nobene reSitve.
» Premici se sekata v eni toc¢ki, sistem ima natanko eno reSitev.

» Premici leZita ena na drugi, sistem ima neskon&no reSitev.
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V splosnem na vpraSanje o obstoju reSitev sistema m linearnih
enalb za n neznank odgovarja naslednji izrek.

[zrek
Naj bo
AX =B

sistem m linearnih enalb za n neznank, pri cemer so
Ae Mun, XE My in Be M.

Naj bo
R = (A|B)

razsirjena matrika sistema.
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Potem ima sistem resitev natanko tedaj, ko je
rangA = rangR.

Ce ima sistem reitev, potem je reitev ena sama natanko tedaj, ko
je
rangA = n.
Ce je
rangA < n,
potem ima sistem neskonéno reSitev. Oznadimo r = rangA. Potem

si za n — r neznank lahko izberemo poljubne vrednosti, vrednosti
preostalih r neznank pa so s temi natanko dolocene.
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Oglejmo si nekaj lastnosti sistema, ki ima na desni strani same
nicle.

Definicija

Sistem m linearnih enalb za n neznank AX = B, kjer je A € Mpy,
X € M1, B € M1, je homogen, &e je B =0.
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lzrek
Homogen sistem

AX =0, kjerje A€ My, X € My in Bée My,

ima vedno resitev. Trivialna reSitev x; = xo = --- = x, = 0 je
vedno resitev homogenega sistema.
Homogen sistem ima netrivialno resitev, e je

rangA < n.

Ce je A € M,, potem ima sistem netrivalno resitev, &e je
rangA < n, Ce je torej
det A =0,

Ce je torej A singularna matrika.
Ce je m < n, potem je rangA < n in sistem ima netrivialno reSitev.
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S pomod&jo Gaussove metode lahko reSujemo tudi matri¢ne enacbe
AX = C,

kjer sta A, C € M, dani matriki, X € M, pa je neznana matrika, ki
jo is¢emo.

Matri¢no enacbo resimo tako, da hkrati reSujemo n sistemov n
linearnih enaéb za n neznank.

To storimo tako, da matriko A razsirimo do matrike (A|C), nato
pa z elementarnimi operacijami preoblikujemo razsirjeno matriko
do matrike, ki ima na levi polovici identi¢no matriko, desna
polovica pa je potem ravno iskana matrika X, torej

(A[C) ~ (11X).
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