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Funkcijske vrste

Funkcijske vrste

Spomnimo se, kaj je to Stevilska vrsta.
Dano imamo neko zaporedje realnih Stevil

a1,d2,ds, ...

Kaj bi bila vsota neskon¢no &lenov tega zaporedja?
Na primer, kaj je
14 L + L + L +
3 9 271 7
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Funkcijske vrste

Definicija
Naj bo {a,} zaporedje realnih $tevil. lzraz

oo
al+ag—|—a3+...:2a,,
n=1

imenujemo Stevilska vrsta, ali na kratko vrsta, Stevilo a, pa
imenujemo splosni ¢len vrste.
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Funkcijske vrste

S pomogjo ¢&lenov zaporedja {a,} definiramo novo zaporedje {s,} s
¢leni

Sy = a1 + ap,

Sp = § aj,

i=1

ki jih imenujemo delne vsote.
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Funkcijske vrste

Vrsta
o
> an
n=1

je konvergentna, ¢e konvergira zaporedje njenih delnih vsot {s,}.
Limito zaporedja delnih vsot imenujemo vsota vrste.
Ce vrsta ni konvergentna, potem pravimo, da je divergentna.
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Dano imamo zaporedje realnih funkcij
fl? f‘27 f‘37 A

Kaj bi bila neskon&na vsota teh funkcij?
Na primer, kaj je

sin(x) + sin(2x) + sin(3x) +

Definicija
Naj bo {f1, f2,...} $tevna mnoZica realnih funkcij. Potem izraz

fi(x) + f(x) + f(x Zf(x
imenujemo funkcijska vrsta.
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Funkcijske vrste

Za vsak xg € R, ki je v definicijskem obmod&ju vseh funkcij f,,
n € N, je potem

filx0) + folx0) + f(x0) Zf )

Stevilska vrsta.

Ce za nek Xp Stevilska vrsta konvergira, potem pravimo, da je
funkcijska vrsta konvergentna za ta xp, oziroma, da je xg v
definicijskem obmo¢&ju funkcijske vrste.

Ce za nek xg Stevilska vrsta divergira, potem pravimo, da je za ta
xo funkcijska vrsta divergentna, xp ni v definicijskem obmodju
funkcijske vrste.

MnozZica vseh vrednosti x, za katere je funkcijska vrsta
konvergentna, sestavlja definicijsko obmodje funkcijske vrste.
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Funkcijske vrste

Primer
Dane so funkcije f,(x) = (sin x)". Zanima nas konvergenca
funkcijske vrste

Z fo(x) = Z(sin x)" = sinx + (sin x)2 + (sin x)3 + ...
n=1 n=1

Ce vpeljemo novo spremenljivko y = sin x, potem vidimo, da za
vsako vrednost spremenljivke x dobimo geometrijsko vrsto

[o.¢]
S yi=y+y 4y i+

n=1

ki konvergira, e je |y| < 1.
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Funkcijske vrste

Torej mora biti

|sinx| <1,
oziroma x # 5 + km, k € Z.
Funkcijska vrsta
o
Z(sin x)" = sinx + (sin x)? + (sinx)® + ...
n=1

konvergira za vsak x € R, razen za x = % + km, keZ.
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Funkcijske vrste

Oglejmo si, kaj je z integriranjem in odvajanjem funkcijskih vrst. V
ta namen najprej definirajmo pojem enakomerne konvergence
funkcijske vrste.

Definicija
Funkcijska vrsta

F(x) =) falx)

n=1

je na intervalu [a, b] enakomerno konvergentna, ¢e za vsak € > 0
obstaja tak np € N, da je

[fa(Xx) + fop1(x)+ ... | <e

za vsak n > ng in vsak x € [a, b].
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Funkcijske vrste

Opomba

Ce je f(x) = 32°°, fu(x) enakomerno konvergentna vrsta na [a, b],
potem za vsak t € [a, b] Stevilska vrsta 7 | fp(t) “enako hitro”
konvergira.

Ostanek vrste je majhen od istega ng dalje za vse t € [a, b].
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Funkcijske vrste

Primer
Razis¢imo, kaj je z enakomerno konvergenco funkcijskih vrst:

>
o0
nz—:o 1+ x2)n
Funkcijska vrsta konvergira za vsak x € R. Ni zvezna v tocki
x = 0, saj je njena vrednost v 0 enaka 0, za vse ostale
vrednosti x pa 1 + x2. Funkcija na intervalu [-1,1] ni
enakomerno konvergentna.
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Funkcijske vrste

o0

Z(Xn+1 _ Xn)

n=0

Funkcijska vrsta konvergira na (—1,1], a na tem intervalu ni
EK. Za vsak 1 > £ > 0 in za vsak m € N lahko najdemo tak
Xp dovolj blizu 1, da ostanek vrste ne bo manjsi od € za vse x
z intervala (—1, 1] Ni zvezna v toZki x = 1.
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Funkcijske vrste

|zrek
Naj bo f(x) = > fa(x) funkcijska vrsta. Velja:

» Ce so vse funkcije f, zvezne in je funkcijska vrsta enakomerno
konvergentna, potem je f zvezna funkcija.

» Ce je funkcijska vrsta enakomerno konvergentna, potem jo
lahko &lenoma integriramo, torej je

b 0 b
/a f(x)dx = 2/ fo(x)dx.

» Ce so funkcije f, odvedljive in je vrsta >.°° | f!(x)
enakomerno konvergentna, potem je

Flx) =Y f(x).
n=1
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Funkcijske vrste

Potencna vrsta

Definicija
Potenna vrsta je funkcijska vrsta oblike

F(x) = ap+a1(x—xo)+az(x—x0)*+as(x—x0)>+... = Z an(x—x0)",
n=0

pri Cemer je xg € R.
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Funkcijske vrste

Kaj je s konvergenco poten&ne vrste?
S pomogjo kvocientnega kriterija lahko dologimo konvergen&no
obmodje potenénih vrst.

Definicija

an
an+1

Ce za potentno vrsto > 2 o an(x — xp)" obstaja lim,_oo

potem Stevilo
) a
R = lim u

n—o0

an+1

imenujemo konvergenéni polmer potenéne vrste.
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Funkcijske vrste

[zrek
Naj bo

o
Z an(x — x0)"
n=0

potencna vrsta in R njen konvergenéni polmer. Potem potencna
vrsta

» za vsak x € (xo — R, xp + R) konvergira,
» za vsak x € R\ [xo — R, xo + R| divergira,

» zax=xg— R in x = xp + R pa, odvisno od potencne vrste,
lahko konvergira ali divergira.
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