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Ce lahko izrazimo x = f(y’), potem vpeljemo parameter

/ . dy
p=y', torej p=—".
dx
Sledi
x =f(p)
in
dx = f'(p)dp.
Torej je
dy
— = f'(p)dp,
) (p)
oziroma
y = / f'(p)pdp.
Ker je

x = f(p),

smo dobili parametri¢ni zapis resitve DE.
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Primer
ReSimo diferencialno ena&bo

4y -2y +x=0.
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Re3ujemo DE oblike F(y,y’) = 0.
Ce lahko izrazimo y’ = f(y), potem je to DE z lo€ljivima
spremenljivkama, ki jo znamo resiti

dy
torej
dy
—— = dx.
f(y)
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Ce lahko izrazimo y = f(y’), potem vpeljemo parameter

p=y, torej p= %
Sledi
y =f(p)
in
dy = f'(p)dp
Torej je
pdx = f'(p)dp,
oziroma 7
X = / 7md
p
Ker je

y = f(p),
smo dobili parametri¢ni zapis resitve DE.
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Primer
Resimo diferencialno ena&bo

y—y —y/14+(y)?=0.
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Obstoj in enoli¢nost resitve diferencialne enalbe

Doslej smo si ogledali nekaj postopkov, kako lahko v posebnih
primerih za diferencialno ena&bo oblike y’ = f(x, y) pridemo do
reSitve.
Oglejmo si, kako je z obstojem reitve zaletnega problema za
diferencialno enatbo

y/ = f(X7y)
pri zatetnem pogoju

y(x0) = yo.

Ta zaletni problem (diferencialna enatba skupaj z zaletnim
pogojem) ima lahko vet reSitev, natanko eno resitev, lahko pa tudi
nima nobene resitve.
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Primer
Splo¥na resitev diferencialne enalbe

je
y = Cx2.

» Ce je y(0) = 0, obstaja neskon¥no reditev y = Cx?.
» Ce je y(1) = 1, obstaja natanko eno reditev y = x2.

» Ce je y(0) = 1, ne obstaja nobena re¥itev.
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Naslednja izreka natancneje povesta, kdaj ima diferencialna enacba

y'=f(x,y)

pri zatetnem pogoju
y(x0) = yo

reSitev in kdaj je ta reSitev ena sama.
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Izrek
Naj bo f zvezna funkcija dveh spremenljivk, ki je omejena na
pravokotniku

Q={(xy):|x—xo| <aly —yl < b},
torej obstaja konstanta M, da je
If(x,y)] <M zavsak (x,y)€ Q.
Potem v okolici toc¢ke xp obstaja resitev diferencialne enacbe
y'="f(xy)

pri zaletnem pogoju
y(x0) = yo.
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Izrek
Naj bo f zvezna in parcialno odvedljiva funkcija dveh spremenljivk,
ki je na pravokotniku

Q={(x,y):|x—x| < aly—yl < b}

omejena, prav tako pa je na Q omejen tudi njen parcialni odvod po
spremenljivki y. Torej obstajata taki konstanti M in N, da je

f
f(x,y)| <M in gy(x,y) <N zavsak (x,y)€ Q.
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Potem v okolici to¢ke xg obstaja natanko ena resitev diferencialne
enalbe
y'=f(x,y)
pri zatetnem pogoju
y(x0) = yo.
Resitev lahko pois¢emo iterativno s pomodjo Picardove formule

X

}/n(X) =Y +/ f(t7)/n—1(t))dt‘
X0
Zaporedje
Y1,¥2,¥35 .-
konvergira k resitvi y diferencialne enatbe y’' = f(x,y) pri pogoju
y(x0) = yo.
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ReSimo diferencialno ena&bo

/

y =Yy
pri zatetnem pogoju

y(0) =1
s pomo&jo Picardove formule

Yn(x) = yo + /X f(t,yn—1(t))dt.

X0
V tem primeru je
f(x,y)=y, x=0 in y=1
Z iteracijskim postopkom dobivamo vedno vet &lenov Taylorjeve

vrste za funkcijo e*.
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DruZine krivulj, ortogonalne trajektorije

Z enatbo
F(x,y)=0

je v splodnem doloena krivulja v ravnini. Ce v ena&bi poleg
spremenljivk x in y nastopa Se neka splosna konstanta C, torej

F(x,y,C) =0,

potem ta enacba dolo¢a neko druzino krivulj v ravnini.
Na primer, enacba

X2+ y2 =2

dolo¢a druZino koncentri¢nih kroZnic v ravnini s polmerom C.
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Vemo, da splogna reditev neke diferencialne enalbe prvega reda
doloca neko druzino krivulj v ravnini.

Lahko pa tudi za dano druZino krivulj v ravnini pois¢emo
diferencialno enalbo, katere reSitev je dana druZina krivulj.
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Naj bo dana druZina krivulj
x? 4 y? = C2
Pois¢imo diferencialno enacbo, katere resitev bo ta druZina krivulj.

y' =2
y
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Definicija

Krivulja, ki je pravokotna na dano druZino krivulj, se imenuje
ortogonalna trajektorija. Vse ortogonalne trajektorije na dano
druzino krivulj dolo¢ajo druzino ortogonalnih trajektorij dane
druZine krivulj.

Oglejmo si, kako izraunamo ortogonalne trajektorije na dano
druzino krivulj.
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Naj bo druZina krivulj podana z enacbo
F(x,y,C)=0.

Njene ortogonalne trajektorije pois¢emo v dveh korakih.

» Najprej pois¢emo diferencialno enacbo, ki dolo&a dano druZino

krivulj
y' = f(x,y).
» ReSimo diferencialno enatbo
o1
f(x,y)’

saj za smerna koeficienta ki in ky pravokotnih premic velja, da
je k]_ = _k%'
Resitev te diferencialne enaébe dolo¢a druZino ortogonalnih

trajektorij na dano druZino F(x,y, C) = 0.
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Primer
Pois¢imo ortogonalne trajektorije na druZino koncentri¢nih kroznic

X2—|—y2 = C°.
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