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Diferencialne enacbe visjega reda

Spomnimo se, da je diferencialna enatba n-tega reda diferencialna
enactba oblike

F(X7.y)y/a.y//)"'7y(n)) :07

splosna resitev diferencialne enalbe n-tega pa je
y:y(X7C17C27"'7Cn)-

V resitvi nastopa n konstant, ki jih dolo¢imo s pomogjo

> n zaletnih pogojev

y(x0) = ¥0,¥' (%0) = y1, -, ¥V (x0) = ya1

> n robnih pogojev

y(x1) = y1,y(x2) = y2, ..., ¥(Xn) = ¥n
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Resevanje diferencialnih enacb visjega reda je zelo zahteven

problem.
Zato se bomo pri obravnavanju diferencialnih enaéb visjega reda

omejili na linearne diferencialne enalbe.
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Linearne diferencialne enacbe visjega reda

Definicija
Linearna diferencialna enatba n-tega reda je diferencialna enatba
oblike

YD 00) + Fma (YD) + - A () + fo(x)y(x) = r(x).

Linearna diferencialna enatba drugega reda, ko je torej n = 2, je
diferencialna enacba oblike

Y'(x) + F(x)y'(x) + g(x)y(x) = r(x).
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Oglejmo si najprej homogeno linearno diferencialno enacbo
drugega reda, torej diferencialno enacbo oblike

Y'(x) + f(x)y'(x) + g(x)y(x) = 0. (1)

Trditev
Denimo, da sta y1 in y» resitvi homogene linearne diferencialne

enacbe drugega reda (1). Potem je tudi vsaka linearna kombinacija
funkcij y1 in y», torej funkcija

y(x) = Gyi(x) + Gyo(x), Ci, G poljubni konstanti,

prav tako resitev diferencialne enacbe (1).
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Dokaz
Naj bosta y1 in y» reSitvi homogene LDE drugega reda

y'(x) + £(x)y'(x) + g(x)y(x) = 0
in naj bo
y(x) = Gyi(x) + Caya(x).

Potem je

(Gyi(x) + Czyz( )"+ F(xX)(Cya(x) + Goya(x))
+8(x)(Cuya(x) + Gaya(x))
= Gi(yy (x) + F(x)y1(x) + g(x)y1(x))
)

+C(y2 (x) + F()ya(x) + g(x)y2(x))
=0
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Ce je y1 resitev homogene LDE, potem smo pokazali, da je npr.
y1+ y1 = 2y1 tudi resitev.
Ta resitev ni bistveno drugaéna od reSitve y;.
Definicija
Funkciji y1 in y» sta linearno odvisni, ¢e obstaja neka konstanta C,
tako da je
ya(x) = Cni(x)
za vsak x iz definicijskega obmo¢ja funkcije y;.

Ce kvocient
"

Y2
ni kostantna funkcija, potem sta funkciji y1 in y» linearno nedovisni.
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Primer
| 4

yi(x) =sinxcosx, y»(x) =sinx

y1(x) =sinxcosx, y»(x) = sin(2x)
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Pri ugotavljanju linearne odvisnosti funkcij y1 in y» si lahko
pomagamo z determinanto Wronskega

n(x) ya(x) ‘

Wiy, y2)(x) = ] ) )

Ce je determinanta Wronskega enaka ni¢ za vsak x iz nekega
obmogja, potem sta funkciji linearno odvisni.

Ce je determinanta Wronskega razli¢na od ni¢ za nek x, potem sta
funkciji linearno neodvisni.

Determinanto Wronskega lahko posplo$imo tudi na veé funkcij.
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Primer
Preverimo linearno odvisnost funkcij $e z determinanto Wronskega.

yi(x) =sinxcosx, ys(x) =sinx

yi(x) =sinxcosx, ys(x) = sin(2x)
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[zrek
Funkcija
y(x) = Cy1(x) + Gaya(x)

je splosna resitev diferencialne enacbe
Y'(x) + F(x)y'(x) + g(x)y(x) = 0. (2)

natanko tedaj, ko sta yy in y» linearno nedovisni resitvi
diferencialne enacbe (2).

Opomba

Ce dobimo splogno regitev DE, potem smo dobili vse regitve DE.
Ce hotemo torej poiskati vse resitve diferencialne enatbe (2),
potem moramo poiskati dve linearno neodvisni reSitvi y; in yo,
vsaka druga reSitev pa je potem linearna kombinacija teh dveh.
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Pri linearnih diferencialnih enacbah drugega reda se bomo omejili
na dva tipa diferencialnih enacb:

» Linearna diferencialna ena&ba s konstantnimi koeficienti

» Eulerjeva diferencialna enatba
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Definicija
Diferencialna enacba oblike

y'(x) + ay'(x) + by(x) = r(x),

pri Cemer sta a, b € R konstanti, se imenuje linearna diferencialna
enacba s konstantnimi koeficienti.

Zapisana diferencialna enalba je homogena, &e je r(x) = 0 za vsak
X.
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Resitev homogene diferencialne enaébe s konstantnimi koeficienti
y"(x) + ay'(x) + by(x) = 0
i8¢emo z nastavkom
y(x) =e
Potem je y'(x) = Ae™ in y”(x) = A\2e™, tore;]
MeM 4 axe™ + be™ = 0.

X

Enakost krajéamo z e in dobimo karakteristi¢no enatbo

AN 4+a\+b=0.
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Ce je konstanta \ reditev karakteristitne enacbe
N4+ a4+ b=0,

potem je funkcija
y(x)=e

reSitev diferencialne enacbe

y"(x) + ay'(x) + by(x) = 0.

Kvadratna enacba ima lahko:
» dve razli¢ni realni resitvi
> dve razli¢ni konjugirani kompleksni resitvi

» eno realno resitev
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Karakteristi¢na enaba ima dve razli¢ni realni resitvi A1, Ap € R,
A1 # Ao,
Potem sta e** in 2% linearno neodvisni resitvi, saj

e)\lx

— e(>\1—>\2)x

e>\2x

ni konstantna funkcija.
Splo3na resitev homogene LDE s konstantnimi koeficienti je potem

y(x) = CLeM* + G,
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Karakteristi¢na ena¢ba ima dve razli¢ni kompleksni resitvi
A, A €C, M1 =p+ig# X =p—igq.
Spomnimo se, da je

elox = cos(gx) +isin(gx).
Potem je

C1e(p+iq)x + Cze(p*iq)x
= &P (el + Ge l9)
= eP*(Ci(cos(gx) + isin(gx)) + Co(cos(gx) — isin(gx)))
= eP*(cos(gx)(C1 + ) + sin(gx)i(C1 — &)

Splogna resitev homogene LDE s konstantnimi koeficienti je potem
y(x) = eP(D1 cos(gx) + Dz sin(gx)).
Linearno neodvisni reSitvi sta e cos(gx) in eP*sin(gx).
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Karakteristi¢éna ena¢ba ima eno realno resitev A € R.
IzkaZe se, da je druga linearno neodvisna regitev xe*.
Otitno sta e™ in xe™ linearno neodvisni funkciji.
Preverimo, da je xe™ res reditev DE.
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Splo3na resitev homogene LDE s konstantnimi koeficienti je potem

y(x) = Cie™ 4 Goxe™.
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Primer

y//+y/_2y:0
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Primer

y//+y/+4y:0
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Primer

y'=2y+y=0
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