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Iskanje partikularne resitve z metodo variacije konstante pri linearni
DE

Y'(x) + £(x)y'(x) + g(x)y(x) = r(x).

Naj bosta y; in y» linearno nedovisni resitvi homogene linearne DE

Y'(x)+ F(x)y'(x) + g(x)y(x) = 0.

Potem je splo3na resitev homogene linearne DE enalbe
ya(x) = Gy (x) + Gya(x),
partikularno resitev pa iS¢emo z nastavkom

yp(x) = G(x)y1(x) + Ga(x)y2(x),

kjer sta y; in y» znani funkciji, C; in (5 pa nista konstantni,
temvel neznani funkciji.
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Izratunamo

Yp = G)y1(x) + G)yi(x) + G(x)ya(x) + Galx)ys(x)

in dodamo dodatni pogoj

CI(x)y1(x) + G(x)y2(x) = 0.

Sledi

Yp = G(x)y1(x) + C(x)ya(x)

Yo = Gy1(x) + Gl (%) + G(x)ya(x) + G(x)ys (x)-
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To vstavimo v DE

Y(x) + F(x)y (%) + g(x)y(x) = r(x)

in dobimo
L1 (x) + Gy (x) + Gx)ya(x) + G(x)y3 (x)
+F )G (i (x) + G(x)ys(x))
+8(x)(CL(x)y1(x) + Ca(x)y2(x))
= r(x),

torej je

CLy1(x) + Gx)ys(x) = r(x).




Dobimo dve enacbi za dve neznani funkciji C7 in G

G (x) + Gx)ya(x) =0

G(y1(x) + G(x)ya(x) = r(x).

Poiskati moramo resitvi tega sistema enacb.
Zapisimo sistem v matri¢ni obliki

[yl(X) y2(x) ] [ Gi(x) ] _ [ 0

1) ya(x)
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Sistem enacb ima reitev, e je determinanta sistema razli¢na od
nic.
Dobimo ravno determinanto Wronskega

yi(x)  y2(x)
det [ Vi) V() ] ’

ki pa je razli¢na od ni¢, saj sta y; in y» linearno neodvisni resitvi.
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Primer

1
Cos X

y//+y:

y(x) = (log(cos x) + K1) cos x + (x + K3) sin x
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V nekaterih primerih si pri reSevanju enab pomagamo z nizanjem
reda diferencialne enacbe.

Primer

w=y
xw —w = —logx
Resitev homogene DE:
wp(x) = Cx
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Resitev nehomogene is¢emo z metodo variacije konstante:

1
C(x) = _/x2 log x dx

Integral re$imo z metodo per partes

1 1 1
u=logx, dv=-——dx, du=—dx, v=-—
X X X
1 1 1 1 1
C(x):Iogx-—/ c—dx=—logx+ —+ K
X X X X X

w(x) = logx + 1+ Kx
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y'(x) =logx + 1+ Kx

1
/ w(x)dx = /(Iog x+14+Kx)dx = x log x—x+x+K§x2—}—L

1 1
= x| Zy2 =
y(x) xogx—|—2x >
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Sistemi diferencialnih enacb

Definicija
Sistem diferencialnih ena&b je sestavljen iz vel diferencialnih enacb,
v katerih nastopa ve¢ neznanih funkcij in odvodi teh funkcij.

Primer

yi (%) + y1y9 (x) + y1(x)y2(x) = €
¥o (x) + y1(x)ya(x) + y2(x) = € cos x

yi(x) = €%,  ya(x) =sinx
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Obravnavali bomo poseben primer linearnega sistema diferencialnih
enalb s konstantnimi koeficienti in sicer sistem n diferencialnih
enacb za n neznanih funkcij x1, ..., x,, odvisnih od t, ki se ga da
zapisati v obliki:

)'<1(1.') = a11x1(t) + a12X2(1.') +...+ al,,x,,(t) + rl(t)
Xz(t) = 821X1(t) + 322X2(t) + ...+ ag,,x,,(t) + I’Q(t)

Xn(t) = an1x1(t) + an2x2(t) + . .. + annxn(t) + ra(t)
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Ta sistem DE enacb lahko zapisemo v matri¢ni obliki

X = AX + R,
pri ¢emer je
a1l a2 ... ain Xl(t)
ar1 a» ... asn Xz(t)
A=| 7 T T x=| 7|, R=
anl anp2 --- anpn X,,(t)
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Splogna regitev sistema X = AX + R je zopet enaka
X = Xp+ Xp,

kjer je Xj, splogna reditev homogenega sistema X = AX in Xp
partikularna resSitev nehomogenega sistema X = AX + R.
Resitev homogenega sistema X = AX i§¢emo z nastavkom

X = Ve,
kjer je
vi vieMt
Vo A voert
V= . AEC, Ve —
Vi vyert
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Vstavimo nastavek X = Vet v diferencialno enagbo X = AX in
dobimo

AVert — AVelt,

Enatbo lahko krajsamo z e*t, torej je
AV = )\V.

Dobili smo, da je V lastni vektor, A pa lastna vrednost matrike A.
Resitev homogenega sistema pois¢emo tako, da izratunamo lastne
vrednosti in lastne vektorje matrike A.
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Ce v primeru sistema dveh enacb za dve neznanki dobimo dve
razli¢ni realni lastni vrednosti A1, A\ € R in sta

Vi1 V21
Vi= , Vo=
V12 V22
lastna vektorja, ki pripadata lastnima vrednostima A; in A2, potem
je splosna resitev sistema

X = G eMtVy + Ge™ts,

torej
xi(t) = CreMtvyy + GeMtvyy,

At Aot
Xz(t) = Cre"tvip + (e .

Gregor Dolinar Matematika 2



Primer
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Opomba

Ce dobimo, da je kak¥na izmed lastnih vrednosti vetkratna, je
iskanje splosne resitve bolj zapleteno.
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Primer

x(t)=2x+y
y(t) = —x
Ao =1
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Navedimo osnovni izrek, ki povezuje sistem diferencialnih enacb z
eno diferencialno enabo in nam v veliko primerih pomaga poiskati
reSitev problema.

lzrek

Sistem n-diferencialnih enab prvega reda za n neznanih funkcij je
ekvivalenten eni diferencialni enalbi n-tega reda za eno neznano
funkcijo.
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Primer
Homogeni sistem

je ekvivalenten DE drugega reda
y—2y+y=0,

pri Cemer smo upostevali, da je

y(t) = Cie' + Gote'
x(t) = —Cret — Gy(e* + te')
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Sistem drugega reda

X1 =2x+x1+x
)'?2:)'(1—3)'<Q—X1
je ekvivalenten sistemu 4-reda
X1 =y
X2 = Yo
1=2y2+x1+x
ya=y-3y2—x
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Opomba

Pri reSevanju sistemov si lahko pomagamo tudi z Laplaceovo
transformacijo, ve¢ o Laplaceovi transformaciji pri Matematiki 4.
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Primeri uporabe diferencialnih enacb

Primer

Neomejena rast populacije P,
dP
— = kP
dt

Omejena rast populacije (logisti¢na diferencilna ena&ba)
L
dt

dP

£ <0 teP>K

kP, & P majhen

Gregor Dolinar Matematika 2



Primer
Elektri¢no vezje

Q _
aQ 1
R Tc9=EW
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Primer
Vzmet

Dugeno nihanje
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Primer
Kemicna reakcija

x1 = —(ki2 + kia)x1 + koixo
xp = kiox1 — (ko1 + koz)xo + k3oxs
x3 = kozxo — (k3o + k3s)x3
X4 = kiaxi

X5 = k35X3
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