Matematika II (UNI) Izpit (13. junij 2007)
RESITVE

Naloga 1 (20 tock)
Zapisite enacbo ravnine II, ki jo dolo¢ata tocki A(0,—1,2) in B(1,1,1) ter ravnini II
vzporeden vektor @ = (%, 1,1).

Izra¢unajte e kota, pod katerima premici p; : 2z =y —1 =2+ 11in p, : 528 = =

2
prebadata ravnino II.

z

2

Dolocimo vektor skozi tocki A(0,—1,2) in B(1,1,1):
b=AB = — 7= (1,1,1) — (0,—1,2) = (1,2, —1).
Nevzporedna vektorja a in b lezita na ravnini I, njun vektorski produkt pa je normala
ravnine I1:
, y 3 3
n=dadxb= 1 :(—375,0)25(—2,1,0)
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Za normalo ravnine lahko vzamemo tudi iy = (—2,1,0). Enacba ravnine I1 je
—2x+y—d=0,

kjer je d = fy - ¥4 = (=2,1,0) - (0,—1,2) = —1. FEnacba ravnine Il je zato enaka

—2r+y+1=0.

Smerni vektor premice py je enak 51 = (%, 1,1) = @, torej ta premica lezi na ravnini I1.

Kot, pod katerim premica p; prebada ravnino 11, je zato enak 0. Smerni vektor premice

pe je enak So = (—=2,1,4/15). Izracunajmo nagprej kot med smernim vektorjem premice
P2 in normalo ravnine 11:

Sp-iy (=2,1,4/15) - (—2,1,0) _ 5 1
|§2| ) |ﬁ1| \/(_2>2+12+(\/1_5)2\/(_2)2+12+02 \/%\/3 2

cos ¢ =

Sledi ¢ = %, kar pomeni, da premica py prebada ravnino 11 pod kotom 5 — ¢ = %.

Naloga 2 (20 tock)
Dolo¢ite vrednosti parametrov a in b (a > 0), tako da bosta Stevili 1 in —2 lastni vrednosti
matrike

a—b 0 b
0 00
a 1 0

Poiscite se lastni vektor, ki pripada po absolutni vrednosti najmanjsi lastni vrednosti.



Lastne vrednosti matrike so nicle karakteristicnega polinoma:

(a—b)—X 0 b
det(A — ) = 0 -\ 0 |=
a 1 =X
=(a—b)N =X +abl = =A(N* + (b — a)A — ab) = —A(A — a)(A + )).
Sledi a =1 in b = 2.

Poiscimo Se lastni vektor matrike, ki pripada po absolutni vrednosti najmanysi lastni vred-
nosti 0. Resujemo torej homogen sistem linearnih enacb:

-1 0 2 -1 0 2 -1 0 2
0 0 0|~ 1 10}~ 0 1 2
1 10 0 00 0 0 O

V prvem koraku smo zamenjali drugo in tretjo vrstico, v drugem pa smo sesSteli prvo
in drugo vrstico. Iz prvih dveh vrstic zadnje matrike sledita naslednja pogoja za lastni
podprostor matrike za lastno vrednost 0:

—r+ 2z =0,

y+2z=0.

Torej, (x,y,2) = (22,22, 2) = 2(2,—2,1) in vektor (2,—2,1) je lastni vektor, ki pripada
lastni vrednosti 0.

Naloga 3 (20 tock)
Razvijte funkcijo

r+1
J(w) = 20 +4
v Taylorjevo vrsto okrog tocke a = —1. Dolocite tudi obmocje konvergence dobljene

potencne vrste.

Predpis funkcije f(x) najprej preoblikujmo, tako da bo uporaba geometrijske vrste

o
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n=0
vodila do razvoja funkcije v Taylorjevo vrsto okrog tocke a = —1:
T+ 1 1 1 1
= == ) — 1 :
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Sedaj sledi
.T + 1)n+1

h)l»—l

f(x) x+1z (x+1)" =) (-
n=0

n=0



in an1 = 2(—=1)" oziroma a, = 3(—1)""1.

Obmocje konvergence sledi iz obmocja konvergence v razvoju uporabljene geometrijske
vrste:
|—(z+1)| <1 = |z+1] <1 = z€(-2,0).

Naloga 4 (20 tock)
Poiscite resitev y(z) zaCetnega problema

ZL“y(4) + 3y/// _ 17

y(1) =y'(1) =y"(1) =y"(1) = 1.

Najprej znizajmo red diferencialne enacbe. Ko uvedemo novo spremenljivko u(x) = y"(z),
dobimo diferencialno enacbo z locljivimi spremenljivkamsi:

zu' +3u=1.
Pisemo u' = Z—Z in locimo spremenljivke:
du
—=1-3
e u,
du  dx
1-3u =
du dx
BT
Po integriranju dobimo —3 In(u — 3) = Inz 4+ InC in zato
1, 1
— ) 3=
1 1 D
= — C -3 = - I

Izracunajmo splogno resitev y(x) zacetne diferencialne enacbe:

V)= [@ie= [G+ D= ga- D+ b,

3 3 3 212
1 D x?
y’(av):/y"(x)d:r—/(gx—Z—zz+E)dx:E+—+Em+F,
2 D 3 D 2
?/(f):/y,(m)dﬂC:/(%—l-%—l-Ei—l—F)dx:f—8+51nm+E%—|—F:ﬁ+G,

Koncéno poiscimo Se resitev zacetnega problema:

1
~4+D=1
37" ’



- — — + FE = ,
3
! +—+E+F=1
6 2 -
S
18 2 -
Resitev zgornjega sistema je
2 1 17
D=—- F=1 F=— G=—,
3 2 18
in resitev zacetnega problema se glasi
()_333 11 +x2 1 +17
= RT3 Ty Tt

Naloga 5 (20 tock)
Poiscite splogno resitev (z(t),y(t)) sistema diferencialnih enacb:

r = 4y,

y =z — 3.

Sistem lahko resujemo, tako da y(t) = 12(t) = y(t) = 1z(t) iz prve diferencialne

enacbe vstavimo v drugo diferencialno enacbo. Dobimo homogeno diferencialno enacbo s
konstantnimi koeficienti:
r + 3z —4x = 0.

7 nastavkom x(t) = e pridemo do karakteristicne enache
X +31—4=0.

Resitvi karakteristicne enacbe sta \y = 1 in Ao = —4, splosna resitev homogene dif. enacbe

s konst. koef. pa se glasi
z(t) = Cre' + Che™.

Sedaj lahko izracunamo tudi y(t):

1. 1 C
y(t) = Zx(t) = Z(C'let - 4026_4t) = Ilet — Che ™,



