Matematika IT (UNI) Izpit (17. junij 2009)
RESITVE

Naloga 1 (20 tock)
Transformacija 7 slika 3-razsezne realne vektorje v 2-razsezne realne vektorje. Vektor

= 2z
= | xo | preslikav 7(Z) = [ xl }
— T
3

a.) Preveri, da je 7 linearna preslikava.

b.) Zapisi matriko linearne preslikave 7 v standardni bazi.

c.) Kateri vektorji se s 7 preslikajo v vektor [ _43 }?

a.) Najprej preverimo, da je T linearna preslikava. Pokazati je torej treba, da za
poljubna 3-razsezna vektorja T in i velja

T (aZ + BY) = oT (Z) + BT (¥)).

Racunajmo:
T [ ary + By
T(aZ+By)=T(a| v | +8| v |)=T(| aza+ By |)
x3 L Y3 s + Pys
_ { 2oy + Byr) | _ { 20, ] N { 26y ]
—(axy + Bya) —QuT2 —By2
Ty hn
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:oz[ xl}Jrﬁ[ yl]zaT( zo |)+BT(| v2 |)
—Z2 —Y2
3 Ys

Torej res, T je linearna preslikava.

b.) Zapisi zdaj matriko preslikave T v standardni bazi. Ker velja

, 2 > 0 - 0
je matrika linearne preslikave enaka

2 00
T‘lo -1 0}'

Slike standardnih baznih vektorjev smo zloZili v stolpce matrike.



c.) Zdaj poglejmo Se, kateri vektorji se s T preslikajo v vektor I To se da ugotouviti
neposredno iz predpisa linearne transformacije. Za vsa realna Stevila xs namrec velja

2

Rezultat: {| 3
T3

; &3 poljubno realno Stevilo}.

Naloga 2 (20 tock)
Dana je potencna vrsta

n+1

e

a.) Izrac¢unaj vsoto vrste vz = 1.
b.) Izrac¢unaj konvergen¢ni polmer vrste

c.) Ali vrsta konvergira v x = —47

a.) Najprej izracunajmo vsoto vrste v x = 1. Velja

i) = 71 =3 "
n:O =0 n=0 (=2) 1 5
Dobljena vrsta je geometrijska in konvergira, saj je |q| = | — 3] < 1.
b.) Izracunajmo konvergencéni polmer vrste
R= = lim v4n-!
hmnﬂoo Y/ |an| hm,Hoo ( 4§n T hmn_,oo n_l nee
= lim 4= =4.
Vrsta torej konvergira absolutno in enakomerno vsaj na (—4,4)
c.) Preverimo Se, ali vrsta konvergira tudi v krajiséu x = —4. Namesto x vstavimo —4
in dobimo Stevilsko vrsto:
I
n=0

n=0

Ta vrsta torej divergira, saj vsota ni koncno Stevilo



Naloga 3 (20 tock)
Dana je funkcija treh spremenljivk:

SL’Q

w(z,y,z) = sin (zy) + el

a.) Doloc¢i definicijsko obmocje funkcije w(z,y, 2).

b.) Izracunaj we,(1,0,v2) +w..(1,1,0).

a.) Najprej dolocimo definicijsko obmodcje funkcije w(x,y, z). Vidimo, da je funkcijski
predpis definiran za vse trojice (x,y,z), za katere je y*> + 2% # 0. Drugih omejitev
(razen nenicelnega imenovalca) ni. Torej, definicijsko obmocje

Dy ={(z,y,2);9" + 2* # 0} = {(z,y,2);y # 0 ali z # 0}

je mnozica vseh realnih vektorjev, ki niso oblike (x,0,0).

b.) Lzracunajmo e we,(1,0,v/2) +w..(1,1,0). Gremo po vrsti:

(zy) -y + 2z
wy = cos (zy) -y + ——,
Wyt
2
— _ . 2 -
e = s (a) 47+
2z1°
W, = =7 o>
(0% + 22)?
=222 (y% + 22)% + 222 - 2(y? + 2%) - 22
w,, = :
(12 + 22)4
Sedaj sledi
2 —2
10V +w..(1,1,0) = —— 4+ £ — 1,
Wae (1,0, V2) - w2:(1,1,0) = 5= + 7

Naloga 4 (20 tock)
Poiséi tisto reSitev diferencialne enac¢be

y///(x) . y”(i’) o y/(x) + y(l‘) = 2,1‘2’

ki zados$¢a pogojem y(0) =5, ¢'(0) = 12 in y"(0) = 2.

Dana diferencialna enacba je linearna s konstantnimi koeficienti. Splosna resitev je ses-
tavljena iz resitve homogenega dela (yp) in partikularne resitve (y,):

Y =Yn + Yp



a.) Homogeni del (racunamo yp):
y///_y//_y/+1:0.

Vzamemo nastavek y;, = e* in dobimo karakteristicno enacbo:

NM-XN—-)X+1 = 0,
MA-1)—-(\=-1) = 0,
A=\ -1) = 0,
A=12*A+1) = 0

katere resitve so:

)\1,2 = 15
A3 = —L

Sledi resitev homogenega dela:
yp = C1eM® 4+ Coze™?® + C3e™® = Ce® + Chze® + Cye .
b.) Nehomogeni del (racunamo y,):
y" =y =y +y =227
Nastavek za partikularno resitev je polinom 2. stopnje:

Yy, = Az*> + Br + C.

Nastavek 3-krat odvajamo,

= A2’ + Bx +C,
y = 2Ax+ B,
y' o= 24,
y/// — 0’

in vstavimo v diferencialno enacbo:
0—2A — (2Az + B) + (Az® + Bx + C) = 22°.
Sledi sistem enach (izenacimo konstanti ter koeficienta pred x in z*):

2A—-B+C = 0,
24+ B = 0,
A

Regitev sistema je A =2, B =4 in C' = 8. Sledi partikularna resitev:

yp:2x2+4x+8.



Splosna resitev diferencialne enacbe je zato

Y =yn+y, = Cre” + Coze® + Cze™* + 227 + 4a + 8.

Poiscimo Se tisto resitev, ki zadoSca danim pogojem:

y(O):5 Cl+03+8:5,
y/<0):12 Cl+02—03+4:12,

’y”(O):Qi Cl+202+03+4:2
Resitev sistema je C7 = %, Cy = % in Cy = —%, zato sledi
9 1 21
Yy = Zex + éxex — Ze_x + 222 + 42 + 8.

Naloga 5 (20 tock)
Dolodi tip diferencialne ena¢be in poi$éi njeno splosno resitev y(x):

2y = ylny +y'.

Ce diferencialno enacbo uredimo,

ylny
20 — 1’

2z —1)y' =ylny oz. y =

vidimo, da gre za diferencialno enacbo z locljivima spremenljivkama. Sedaj vstavimo y' =
Z—y, locimo spremenljivks in integriramo:
i

(20 -1 = yiny,
(2 — 1)dy = yInydz,
dy dz
ylny 2z-1

/ dy / dx
ylny ) 22 -1
Pod levim integralom uvedemo novo spremenljivko

dy

t=lhy = dt=—,
Y

pod desnim pa
u=2r—1 = du=2dx.



Dobimo splosno resitev diferencialne enacbe:

/dt_/l du
t )2 u’

1
lntzﬁ-lnu—i—lnC,
Int = In (Cu?),

t:Cu%,
lny:C(Qa:—l)%,

[N

y = CCr=D?



