Matematika II (UNI) Izpit (31. avgust 2009)
RESITVE

Naloga 1 (20 tock)
Dan je trikotnik z ogliséi A(1,0,1), B(—2,1,3) in C(3, 3, 3). Izra¢unajte oziroma dolo¢ite:

e koordinate tezis¢a T trikotnika ABC,

e enacbo ravnine II, ki je vzporedna vektorjema @ = (1,2, —1) in b = (—1,0,3) ter
gre skozi oglisce A,

Vv v

e razdaljo med tezis¢em 7' in ravnino II.

Najprej izracunajmo koordinate tezZisca trikotnika ABC':

1 1 1 247
T=—=(ra+rg+re) ==((1,0,1 -2,1 =—-(2,4,7)=(=,=,=).
= 0+ 15+ 18) = 5((1L,0,1) +(=2,1,3) + (3,3.3)) = 5247 = (5,5, 5)

Sedaj dolo¢imo enacbo ravnine 11. Njeno normalo dobimo kot vektorski produkt vektorjev
a=(1,2,—1) in b= (-1,0,3):

t gk
A=| 12 —-1|=(6-22)=2-(3,-1,1).
-1 0 3

Za normalo lahko vzamemo vektor (3,—1,1). Iskana enacba je zato oblike
3r—y+2z=d,
kjer dobimo d kot skalarni produkt normale in koordinatnega vektorja tocke A(1,0,1):
d=(3,-1,1)-(1,0,1) =3+ 0+ 1=4.

Sledi enacba ravnine I1:
3r—y+z=4.
Razdaljo med teziséem T trikotnika ABC' in ravnino 11 izracunamo po formuli:
2 4.7
3-2—5+1-4 - 1 v
\/32 + (_1)2 +12

d(T,TI) = | VR TR

Naloga 2 (20 tock)

Ali je matrika A = obrnljiva? Odgovor utemeljite.
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= N



Poisc¢ite tudi vse resitve x enacbe

O = O =

Ker ima matrika A po dva enaka stolpca, sledi, da je njena determinanta enaka 0. To pa
poment, da je matrika A singularna oz. neobrnljiva.

Dano matricno enacbo lahko obravnavamo kot sistem linearnih enach, ki ga resimo z
Gaussovo eliminacijo. Torej:
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Vidimo, da je rang matrike A enak 2, rang razsirjene matrike pa je enak 3. Ker sta ranga
razlicna, sistem nima resitve.

Naloga 3 (20 tock)
Funkcijo

flz)=2x—-3

razvijte v Fourierovo vrsto na intervalu [0, 7].

Ker je dolzina intervala enaka 7, bo Fourierova vrsta oblike

ap + Z(an cos (2nz) + by, sin (2nx)).

n=1

Izracunajmo torej koeficiente:

/f /(2x—3)dmz%[2-%2—3x}::7r—3.

Pri izracunu a, zan = 1,23, ... bomo uporabili integracijo po delih (u = 2x—3 = du =
2dx in dv = cos (2n:c)d:v = v = 5 sin(2nz)). Torej:
2 2
f ) cos (2nz) dx (21‘ — 3) cos (2nz) dx =
T Jo
2 (122 —3). - (2 / (2nz)d
=— x —3) - — -sin (2nz) — - sin (2nx) dx | =
s 2n
211 1
= % [ﬁ COS (an)} . 7Tn2 (]_ — 1) 0.



Tudi pri izracunu b, zan =1,2,3,... bomo uporabili integracijo po delih (v =2x —3 =

du = 2dz in dv =sin (2nz)dz = v = —5- cos (2nz)). Torej:

b, = / f(z)sin (2nx) dz _ 2 / (2x — 3)sin (2nz) dx =

:wd (22 —3)- ;n cos an} / £ cos 2n:c)dx):

:3( L or—3)-3. 1*{271 sm(znx)h):—z-
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Sledi, na intervalu [0, 7| razvijemo funkcijo f(x) v Fourierovo vrsto kot

flz)=m—3— Z%sin (2nx).

Naloga 4 (20 tock)
Poiscite splogno resitev y(x) diferencialne enacbe

y" +y = —2sin (2x).

Dana je linearna diferencialna enacba s konstantnimi koeficienti. Splosna resSitev je ses-
tavljena iz resitve homogenega dela (yp) in partikularne resitve (y,):

Yy=9yn+ Yp-
a.) Homogeni del (racunamo yp):
y/// + y/ — 0
Vzamemo nastavek y, = e in dobimo karakteristicno enacbo:
NrX =0,
AN +1) = 0,

AA—i)(A+i) = 0,

katere resitve so:

A= 0,
Ao = i,
)\3 = —i.

Sledi resitev homogenega dela:
yp = C1eM + Che™® + Ce™% = C) 4+ Che'™ + Cse™ = Dy + Dysinx + Dscosz,

kjer smo obe eksponentni funkciji (tj. € in e~ ) razpisali po Eulerjevi formuli, da
smo v resitvi dobili sinx in cosx.



b.) Nehomogeni del (racunamo y,):
y" +y = —2sin (2z).
Nastavek za partikularno resitev je
yp, = Asin (2z) + B cos (2x).
Nastavek 3-krat odvajamo,

y = Asin(2z) + Bcos (2z),

Yy = 2Acos(2x) — 2Bsin (2x),
y" = —4Asin(2z) — 4B cos (2x),
y" = —8Acos(2z) + 8Bsin (2z),

in vstavimo v diferencialno enacbo:

(—8Acos (2z) + 8Bsin (2x)) + (2A cos (2x) — 2Bsin (2z)) = —2sin(22),
—6Acos (2x) +6Bsin (2r) = —2sin(2z).

Sledi sistem enacb (izenacimo koeficienta pred sin (2x) in cos (2x)):

—6A = 0,
6B = —2.
Regitev sistema je A=01in B = —%. Sledi partikularna resitev:

1
Yp = —3 COS (2z).

Splosna resitev diferencialne enacbe je zato

1
y=yn+Yp =D+ Dysinz + Dzcosx — gcos(Qx).

Naloga 5 (20 tock)
Poiscite tisto resitev y(z) diferencialne enacbe

1 :
y'r—axsine =1,

ki zadoS¢a pogojema y(5) = 5(In§ — 1) in y'(§) =1In

NIE

Ker neznana funkcija y(x) v diferencialni enacbi nastopa samo enkrat, to je kot y"(z),
funkcijo y"(z) iz enacbe izrazimo:
y 1+xsinx 1

Yy = ——— = — +sinx.
x T



Iskano funkcijo y(z) sedaj dobimo tako, da zgornjo funkcijo dvakrat integriramo:

/

y = Inxz—cosxz+ (1,
y = xlnz—x—sinx + Cix + Cs.

Pri integriranju funkcije Inxz smo uporabili metodo integriranja po delih (tj. v =1Inz =

du=%indv=dr = v=u)

Koncéno poiscimo Se tisto resitev, ki zadoSca danima pogojema:

y(g) = In
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T _ T —InT
Ing —cos§ +Cp =In7.

Iz druge enacbe sledi C; = 0. Tedaj se prva enacba poenostavi v
T.,m T T,
—In-—-—=-—-1 =—(In=-1
gy —g it G=gng =1
021T0OMa

od koder dobimo Cy = 1. Sledi

y=xlnxr —x —sinz+ 1.



