Matematika II (UNI) Izpit (2. februar 2011)
RESITVE

Naloga 1 (20 tock)
Dane so tocke A(1,0,3), B(—2,2,1) in C(5,—4,0) ter vektor @ = (0,6, —6) v prostoru.

e Dolocite enacbo ravnine II;, ki vsebuje tocko A, vektor @ pa je nanjo pravokoten.
e Dolodite enacho ravnine Il,, ki vsebuje tocke A, B in C.

e IzraCunajte prese¢isce ravnin II; in I, KakSno mnozico to¢k dobimo (toc¢ko, pre-
mico, ravnino, ...)7

e Kerjed = (0,6,—6) =6-(0,1,—1), lahko za normalo ravnine 11; vzamemo nj =
(0,1,—1). Sledi enacba 0-x+1-y—1-2z=d, kjer d dobimo, ko v enacbo vstavimo
koordinate tocke A. Torej: 0-1+1-0—1-3=d in d= —3. Enacba ravnine 11, je
torejy—z=—-3 aliy—z+3=0.

e Normalo ravnine Iy dobimo kot vektorski produkt dveh vektorjev na ravnini. Vzemimo
na primer vektorja

i=AB =15 —14=(-2,2,1)—(1,0,3) = (3,2, -2),
b=AC =7r¢ — 15 = (5,—4,0) — (1,0,3) = (4, -4, —3).

Nyun vektorski produkt je:

) i 5k
h=dxb=| -3 2 —2|=(-14,—17,4).
4 —4 -3

Sledi enacba —14 - x — 17 -y + 4 - z = d, kjer d na primer dobimo, ko v enacho
vstavimo koordinate tocke A. Torej: —14-1—17-0+4-3 =d in d = —2. Enacba
ravnine Iy je torej —14dx — 1Ty + 42 = =2 ali 14x + 17y — 42 = 2.

e Ker imata ravnini 11y in Ils nevzporedni normali, nista vzporedni, zato se sekata v
skupni premici. Dobimo jo, tako da resimo sistem enacb:

y_Z:_37
4o + 17Ty — 4z = 2.

Resitev je enoparametricna:

x =z,
_ 4 u
Iy=713" 13

14 53
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Za presecno premico x na desni strani zamenjamo S t:

T =1,
1475 14
Yy = 13 13’
_
T T
Naloga 2 (20 tock)
Poiscite reSitev matri¢ne enacbe
AX =B+ X,
kjer sta
1 2 3
A=11 2 -3 and B =
1 -2 =3

-1 -1
1 -1
1 1

FEnacbo nagprej malo preuredimo, AX — X = B, in dobimo (A —1)X = B. 7 Gaussovo

eliminacijo torej resitev izracunamo takole: [A — I|B] ~~

[I|X]. Vzemimo razsirjeno

matriko [A—I|B] in jo transformirajmo (z operacijami, ki ohranjajo rang), dokler na levi
strani ne dobimo identicne matrike I. Na desni strani dobljene razsirjene matrike bo tedaj

1skana matrika X. Racunajmo:

0 2 3 | -1 -1] [1 1 =3 | 1 -1
[A-IIB]=]11 1 -3 | 1 —-1|=]0 2 3 | =1 —1/| zam. 1. in 2. vrst.
1 -2 -4 ] 1 1] [1-2-4] 1 1
11 -3 | 1 -1 (11 -3 | 1 -1 3 — 1
=10 2 3 | -1 -1|=|02 3 Bl
0 3 -1 0 2] |00 7 | =3 1 ! !
(11 -3 | 1 -1 110 ] -2 -4 v3/7
=102 3 | -1 =1 |=]|020 | -2 | v2-3-v3
00 1 | =2 1 001 | -2 1 vl +3-v3
(100 ] 2 !
=010 | + —=2|vl—-0w2
001 ] =2 1
Resitev:
3 1 -3
T 7 1
- -3

Naloga 3 (20 tock)
Funkcijo




razvijte v Taylorjevo vrsto v okolici tocke x = 0. Dolocite tudi obmocje konvergence.

NawmiG: V Taylorjevo vrsto najprej razvijte funkcijo pod integralom.

Taylorjeva vrsta funkcije In (14 t) v okolici tocke t = 0 je enaka

(14 0) i< 1)n71tn , #2 . B N
n = — _— = _ — _— — “ e
£ n 23 4

in konvergira za t € (—1,1). Dobimo:

“In(1+t Y (—nnie e EE
f(l')_/ Il( + )dt_/ anl( ) n dt_/ 2 3 4 dt
0 t 0 t 0

t
oot 2 2ttt ’
= e - — — 4 )dt =t — — 4 — — ...
/0 A=tz -3 17916,
— -1 n—1" — -1 n—1" -1 n—1- — -1 nfl_.
;( [ O ;( ) 2. ) ;( )

Vrsta konvergira za x € (—1,1), podobno kot Taylorjeva vrsta funkeije In (1 +t).

Naloga 4 (20 tock)
Poiscite vezane ekstreme funkcije treh spremenljivk:

f(x,y,z):a:yz, 2$+y—Z:1

Odgovor utemeljite.

Kandidati za vezane ekstreme funkcije f(x,y, z) so stacionarne tocke Lagrangeove funkcije
F(z,y,z;\) =xyz+ A2z +y — 2z — 1).
Po odvajanju dobimo sistem enach:

Fl=yz+2\=0,
F,=xz+A=0,
Fl=azy—\=0,
Fy=2r+y—z—1=0.

Ko sestejemo drugo in tretjo enacbo, dobimo x(z+vy) =0, torejx = 0 ali z = —y. Locimo



lahko dve mozZnosti:

z =0 Z=—y
yz 422 =0 —2 422 =0
A=0 —zy+A=0
—-A=0 xy—A=0
y—z—1=0 20 +2y—1=0
(0,0, 1) Tg(%,o,())
T»(0,1,0) 4(%,%,—%)

V mnoZici stirih kandidatov sedaj poiicemo tocke, kjer doseze funkcija f(x,y, z) najvecje
oziroma najmangjse vrednosti ob danem pogoju 2x +y — z = 1 (vezane ekstreme). Izracu-
namo funkcijske vrednosti:

f(0707 _1> = 07
f(0,1,0) =0,
1
f(§7070)207
11 1 111 1
o3 3 =633 a0

Sledi, vezan maksimum funkcije f(x,y,z) je enak 0; funkcija ga doseZe trikrat, to je v

tockah Ty, Ty in Ts. Vezan minimum je enak —%; funkcija ga doseZe v tocki T}.

Naloga 5 (20 tock)
Poisc¢ite ortogonalne trajektorije enoparametri¢ne druzine krivulj 2z —y = Ce?¥. Dolo¢ite
tudi tisto ortogonalno trajektorijo, ki gre skozi tocko 7(0, 1).

Nagprej poiscimo diferencialno enacbo, katere resitev je dana druzina krivuly:

20 —y = Ce*  (odvajamo)

2— ' =Ce¥ -2y [(iz zacetne enacbe izrazimo C
Yy Yy

20 —
C = m2y Y (C' vstavimo v drugo enacbo)
e
20—y
—f = eV .9/
2—y = e’ 2y
2—y =Q2x—y) 2y (izrazimo y')
;L 2
dr — 2y +1
Ker so ortogonalne trajektorije pravokotne na dano druzino krivulj, velja v, = —i. Do-
bimo diferencialno enacbo
, 4oy — 2y +1
Yy ="

2 Y



ki je linearna diferencialna enacba 1. reda. Enacbo uredimo:
2y — 2y = —4x — 1.

Njena splosna reitev je sestavljena iz reditve homogenega dela (yy,) in partikularne resitve

(yp):

=Yp + Yp-
a.) Homogeni del (racunamo y,): 2y — 2y = 0 oziroma y —y = 0. Vstavimo y = Z_Z
i dobimo:
y —y=0
dy
y —
d
L
Y
d
/_y = /dx
Y
Iny=x+InD
In g x
D
Y _
D
yn = De”

b.) Nehomogeni del (racunamo y,): 2y — 2y = —4x — 1. Nastavek za y, dobimo z
metodo variacije konstante:
yp, = D(x)e”.

Nastavek odvajamo, vstavimo v diferencialno enacbo in izracunamo D(x):

y = D(z)e”
y' = D'e” 4+ De”
2(D'e" + De”) — 2(De") = —4a — 1
2D'e" = —4x — 1
1

D'(x) = 5(—4x —1)e ™™

D(x) = /%(—435 — e dr =22+ ;)e_”” +E

(—4z—1)

Pri integriranju smo uporabili metodo integracije po delih (per partes; u = %

in dv = e *dx). Sledi partikularna resitev:

Enacba druzine iskanih ortogonalnih trajektorij se zato glasi takole (y = yn + yp):

3
y:De$+2x+§.



Dolocimo $e tisto ortogonalno trajektorijo, ki gre skozi tocko T'(0,1):

3
y=De" +2x + -

2
0 3
1=D€ —|—2~0+§
3
1=D+=
Jr2
1
D=—-
2

Torej y = —%696 + 2x + %



