Matematika II (UNI) Izpit (23. avgust 2011)
RESITVE

Naloga 1 (20 tock)
Vektorja @ = (0,1,1) in b= (1,0,1) oklepata trikotnik v prostoru. Izracunajte:

e kot med vektorjema @ in l;,
e pravokotno projekcijo vektorja b na vektor a,

e visino trikotnika na stranico, ki jo doloc¢a vektor a.

Racunagmo po vrsti.

o Kot med vektorjema d in b izracunamo po formuli

—

a-b 0,1,1)-(1,0,1 1 1
s A0 (01001
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Kot med vektorjema je torej enak 60° ali .

e Pravokotno projekcijo vektorja b na vektor @ izracunamo po formuls

b a 1 &Lw—woll)
a la v2 V2 2727

Pravokotna projekcija vektorja b na vektor @ je torej vektor z enako smerjo kot d in

polovicno dolZino.

e Da bi wzracunali visino trikotnika na stranico, ki jo doloca vektor a, lahko najprej

12racunamo
11 11
) = (17__7_)'
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Iskana visina je zdaj ravno dolZina tega vektorja:

11, [ 1 1 [3
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v = |2 = [(1, =5, 3) 171 Vg

Uz = b— projzb = (1,0,1) — (0

Naloga 2 (20 tock)
Dana je matrika
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e Najdite vse take #, da bo determinanta matrike A enaka 0.

e Dolocite tak ¢, da bo & = [2,2,t—2]|T lastni vektor matrike A, in najdite pripadajoco
lastno vrednost.

Racunajmo po vrsti.

e Poglejmo najprej, za katere t je determinanta matrike A enaka 0:

-5 5 —6| -5 5
detA=| -2 t—1 —6| =2 t—1 =5t(t—1)+30+12—6(t—1)— 30— 10t
-1 1 —t| -1 1

= 5t% — 21t + 18 = (5t — 6)(t — 3) = 0.
To je res v dveh primerih: t, = g mn ty = 3.
o Vektor ¥ = [2,2,t — 2|7 bo lastni vektor matrike A, ¢e bo veljalo

AT =\,

kjer je X\ iskana lastna vrednost. Ko vstavimo podatke, dobimo:

-5 5 -6 2 ] 2

-2 t—1 —6 |- 2 =\ 2 |,

-1 1 —t t—2 | t—2
—6t +12 ] 2\
—4t+6 | = 2\
—t* + 2t | (t—2)A

Dobili smo sistem treh linearnih enach:

—6t 4+ 12 = 2,
—4t + 6 = 2,
—t 4+ 2t = (t — 2)\.
Iz pruih dveh enach, ko ju na primer odstejemo, sledi t = 3 in A = —3. Ker ti
dve vrednosti zadoscata tudi zadnji enacbi, je T = [2,2,1]7 lastni vektor matrike A,
A = —3 pa pripadajoca lastna vrednost.

Naloga 3 (20 tock)
Periodi¢na funkcija f(¢) s periodo 27 je na intervalu 0 < ¢ < 27 definirana s predpisom
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Skicirajte graf funkcije na intervalu —27 <t < 47 in poiscite Fourierovo vrsto funkcije f

Ker je dolzina intervala enaka 2w, bo Fourierova vrsta oblike

ag + Z(an cos (nt) + by, sin (nt)).

n=1

Izracunajmo torej koeficiente:
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uporabimo integracijo po delih (u = —%t+ %71’ = du=

Priizracunu a, zan =1,2,3,
dt in dv = cos (nt)dt = v = Lsin(nt)). Torej:

1 [ 1 [ 12
f(t) cos (nt) dt = — (/0 t cos (nt) dt—i_/g (—§t+ §7r) cos (nt) dt) =

p, = —
T Jo us

~ dcos T —
 3n2r
bomo uporabili integracijo po delih (u = ——t+ mo=

Tudi pri izracunu b, zan = 1,2, 3,
sdt in dv = sin (nt)dt = v = —=%cos(nt)). Torej

du = —=
/ f(t)sin (nt) dt = </ tsin (nt) dt—f—/%(—%t—l—gw) sin (nt) dt) =

 dsin (%)
3n’m

Sledi razvoj funkcije f v Fourierovo vrsto:
4sin (%F
J sin (nt)) :

4 cos &t
= - + Z ( 3n2 cos (nt) + e

3=

Naloga 4 (20 tock)
Poiscite splosno resitev y(x) diferencialne enacbe

Wy =2+ L
x

ugotovimo, da je homogena:
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Sedaj uvedemo novo spremenljivko u =% (y = xu iny = utzu') in dobimo diferencialno
enacbo z locljivima spremenljivkama:

1
u+au =—+u
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Ll =Inz+InC,
3
3
3 = In (Cz),
u® =3In (Cr).

Potem ko spet uwvedemo u = 2, dobimo resitev zacetne diferencialne enacbe:

Naloga 5 (20 tock)
Poiscite tisto resitev (z(t),y(t)) sistema diferencialnih enach,

2"(t) =sin (2t) + 1,
y'(t) = =g

ki zadosca pogojem x(0) = 1, 2/(0) = 0, y(0) = 2 in ¥'(0) = 0.

Dan sistem neodvisnih diferencialnih enach resimo tako, da vsako enacbo po dvakrat in-
tegriramo:
1
2 (t) = / (sin (2t) + 1) dt = —5 cos (2t) +t+ A,
! -2 1
y(t)= [(t—1) dt:—t—1+0,
2

z(t) = / <—%cos (2t) +t+A) dt = —ism (2t) + % At + B,

1
y(t)z/(—t_—l—l—C) dt =—In|t—1|+Ct+ D.



Sedaj le Se vstavimo pogoje:

z(0)=1: B=1,

1
Z'(0) =0 ~3 A=0,
y(0)=2: D=2
y(0)=0: 1+C=0.

Dobili smo A = %7 B=1,C=—11in D = 2. Sledi resitev sistema:

2

1. t t
x(t) = —151n(2t)+§+§+1,

y(t)=—In|t — 1| -t + 2.



