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1. [10T ] Določi enačbo ravnine Π, ki gre skozi točko T (2, 3,−1) in je pravokotna na ravnini
x + 2y − 3z = 7 in −2x − 4y + z = −5. Za koliko je izhodǐsče koordinatnega sistema
oddaljeno od ravnine Π?

Rešitev:

Ker je ravnina Π pravokotna na dani ravnini, ležita normali danih ravnin na ravnini Π.
Njun vektorski produkt je torej normala ravnine Π.

~n1 = (1, 2,−3)

~n2 = (−2,−4, 1)

Vektorski produkt:

~n1 × ~n2 =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 2 −3
−2 −4 1

∣∣∣∣∣∣ = (−10, 5, 0).

Enačba iskane ravnine Π: −10x+ 5y = −5, oz. 2x− y = 1.
Oddaljenost izhodǐsča:

d(O,Π) = |−1|√
4+1

=
√

5
5
.

2. [15T ] Izračunaj lastne vrednosti matrike A in lastni vektor, ki pripada po absolutni vred-
nosti najmanǰsi lastni vrednosti.

A =

 0 −3 2
−2 −1 2
3 −3 −1


Rešitev:

Lastne vrednosti matrike A dobimo kot rešitve enačbe det(A− λI) = 0.

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
−λ −3 2
−2 −1− λ 2
3 −3 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
= −(1 + λ)2λ− 18 + 12− 6λ+ 6(1 + λ) + 6(1 + λ)

= −λ3 − 2λ2 + 5λ+ 6

= −(λ− 2)(λ+ 1)(λ+ 3)

Lastne vrednosti: λ1 = 2, λ2 = −1 in λ3 = −3.
Po absolutni vrednosti najmanǰsa lastna vrednost je −1.
Pripadajoči lastni vektor:

A+ I =

 1 −3 2
−2 0 2
3 −3 0

 ∼
 1 −3 2

0 −6 6
0 6 −6

 ∼
 1 −3 2

0 1 −1
0 0 0

 .
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Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti −1:

 1
1
1

.

3. [15T ] Obravnavaj sistem enačb v odvisnosti od parametra k.

6x+ 4y + 7z + 8u = k

x+ 3y + 4z + u = 2

2x+ 2y + 6z + 4u = −1

5x+ 9y + 3z + u = 2k

Rešitev:

Izračunajmo rang razširjene matrike koeficientov:
1 3 4 1 2
2 2 6 4 −1
5 9 3 1 2k
6 4 7 8 k

 ∼


1 3 4 1 2
0 −4 −2 2 −5
0 −6 −17 −4 2k − 10
0 −14 −17 2 k − 12



∼


1 3 4 1 2
0 −4 −2 2 −5
0 0 −28 −14 4k − 5
0 0 −20 −10 2k + 11



∼


1 3 4 1 2
0 −4 −2 2 −5
0 0 −28 −14 4k − 5
0 0 0 0 −6k + 102


Sistem ima rešitev, ko je −6k + 102 = 0, torej ko je k = 17. Tedaj sta ranga nerazširjene
in razširjene matrike koeficientov enaka 3.
V primeru, ko je k = 17, dobimo 1-parametrično družino rešitev:

x = 5
2
t+ 19

2
,

y = −3
2
t− 1,

z = t,

u = −2t− 9
2
.

4. [10T ] Določi območje konvergence potenčne vrste

∞∑
n=0

(x− 3)n

√
3n+ 2

.

Rešitev:

Konvergenčni radij: (an = 1√
3n+2

)

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

√
3n+ 5

3n+ 2
= 1

Vrsta konvergira na intervalu (2, 4). Krajǐsča intervala:

x = 2: številska vrsta
∑∞

n=0
(−1)n
√

3n+2
je alternirajoča; ker je zaporedje an = 1√

3n+2
padajoče

z limito 0, je ta vrsta konvergentna,
x = 4: številska vrsta

∑∞
n=0

1√
3n+2

je oblike
∑∞

n=0
1
np , kjer je p ≤ 1, torej je divergentna.

Območje konvergence: [2, 4).
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1. [10T ] Določi enačbo ravnine Π, ki gre skozi točko T (1,−2, 3) in je pravokotna na ravnini
2x+y−4z = 5 in x+y−2z = −9. Za koliko je izhodǐsče koordinatnega sistema oddaljeno
od ravnine Π?

Rešitev:

Ker je ravnina Π pravokotna na dani ravnini, ležita normali danih ravnin na ravnini Π.
Njun vektorski produkt je torej normala ravnine Π.

~n1 = (2, 1,−4)

~n2 = (1, 1,−2)

Vektorski produkt:

~n1 × ~n2 =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
2 1 −4
1 1 −2

∣∣∣∣∣∣ = (2, 0, 1).

Enačba iskane ravnine Π: 2x+ z = 5.
Oddaljenost izhodǐsča:

d(O,Π) = |−5|√
4+1

=
√

5.

2. [15T ] Izračunaj lastne vrednosti matrike A in lastni vektor, ki pripada po absolutni vred-
nosti najmanǰsi lastni vrednosti.

A =

 −2 3 −3
−5 6 −3
−5 5 −2


Rešitev:

Lastne vrednosti matrike A dobimo kot rešitve enačbe det(A− λI) = 0.

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ 3 −3
−5 6− λ −3
−5 5 −2− λ

∣∣∣∣∣∣
= (−2− λ)2(6− λ) + 45 + 75− 15(6− λ)

+15(−2− λ) + 15(−2− λ)

= −λ3 + 2λ2 + 5λ− 6

= −(λ− 1)(λ+ 2)(λ− 3)

Lastne vrednosti: λ1 = 1, λ2 = −2 in λ3 = 3.
Po absolutni vrednosti najmanǰsa lastna vrednost je 1.
Pripadajoči lastni vektor:

A− I =

 −3 3 −3
−5 5 −3
−5 5 −3

 ∼
 1 −1 1

0 0 2
0 0 0

 .
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Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti 1:

 1
1
0

.

3. [15T ] Obravnavaj sistem enačb v odvisnosti od parametra k.

6x+ 4y + 7z + 8u = k

x+ 3y + 4z + u = 3

2x+ 2y + 6z + 4u = −1

5x+ 9y + 3z + u = 2k

Rešitev:

Izračunajmo rang razširjene matrike koeficientov:
1 3 4 1 3
2 2 6 4 −1
5 9 3 1 2k
6 4 7 8 k

 ∼


1 3 4 1 3
0 −4 −2 2 −7
0 −6 −17 −4 2k − 15
0 −14 −17 2 k − 18



∼


1 3 4 1 3
0 −4 −2 2 −7
0 0 −28 −14 4k − 9
0 0 −20 −10 2k + 13



∼


1 3 4 1 3
0 −4 −2 2 −7
0 0 −28 −14 4k − 9
0 0 0 0 −6k + 136


Sistem ima rešitev, ko je −6k + 136 = 0, torej ko je k = 68

3
. Tedaj sta ranga nerazširjene

in razširjene matrike koeficientov enaka 3.
V primeru, ko je k = 68

3
, dobimo 1-parametrično družino rešitev:

x = 5
2
t+ 89

6
,

y = −3
2
t− 2,

z = t,

u = −2t− 35
6
.

4. [10T ] Določi območje konvergence potenčne vrste

∞∑
n=0

(x− 2)n

√
4n+ 1

.

Rešitev:

Konvergenčni radij: (an = 1√
4n+1

)

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

√
4n+ 5

4n+ 1
= 1

Vrsta konvergira na intervalu (1, 3). Krajǐsča intervala:

x = 1: številska vrsta
∑∞

n=0
(−1)n
√

4n+1
je alternirajoča; ker je zaporedje an = 1√

4n+1
padajoče

z limito 0, je ta vrsta konvergentna,
x = 3: številska vrsta

∑∞
n=0

1√
4n+1

je oblike
∑∞

n=0
1
np , kjer je p ≤ 1, torej je divergentna.

Območje konvergence: [1, 3).
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