Matematika II (UNI) 2. kolokvij (29. maj 2008)
RESITVE

Naloga 1
Razvijte funkcijo f(z) =
obmocje konvergence.

——— v Taylorjevo vrsto v okolici totke a = 2 in dolocite

Racionalno funkcijo f(x) najprej razdelimo na parcialne ulomke:
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Konstanti A in B doloc¢imo, tako da izenacimo oba Stevca:
20 = A(x — 3) + B(xz + 2).
Dva polinoma sta enaka, ¢e imata enake koeficiente:
2 = A+B
: 0 = —3A+2B
Regitev sistema sta A = % m B = g. Torej
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Pri razvoju funkcije f(x) v Taylorjevo vrsto si lahko pomagamo z geometrijsko vrsto
1 =
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ki konvergira za |x| < 1. Ker igéemo razvoj funkcije f(x) v Taylorjevo vrsto v okolici
tocke a = 2, tj. potencno vrsto oblike

f@) =3 aue 2",

moramo pred uporabo geometrijske vrste zapis funkcije f(x) nekoliko preoblikovati:
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Na tem mestu lahko uporabimo geometrijsko vrsto:
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Dolocimo Se obmocje konvergence dobljene Taylorjeve vrste. Iz obeh uporab geometrijske
vrste sledi:
-2
4
lr—2] < 1 = z€(1,3).

< 1 = |z—-2|<4 = z€(-2,6),

Obmocje konvergence je presek obeh intervalov, tj. (1,3) oz. |x — 2| < 1.

Naloga 2
Poiscite premico y = kx + n, za katero je vsota kvadratov vertikalnih odmikov od tock
A(0,0), B(1,2) in C(—3,3) minimalna.

Najprej zapisimo funkcijo, ki izracuna vsoto kvadratov vertikalnih odmikov tock A, B in
C od premice y = kx + n:

f(k,n) = (kxg+n—ya)*+ (kxg +n—yp)* + (kze +n —ye)?
= (k-04+n—02+(k-14n—2°+ (k- (=3)+n—23)
= n*+(k+n—2)%+(-3k+n—3)>%

Ker je funkcija f(k,n) povsod odvedljiva in povsod definirana, so edini kandidati za oba
(globalna) ekstrema (najmangSo in najvecjo vsoto kvadratov vertikalnih odmikov) sta-
cionarne tocke funkcije f(k,n):

fio= 20k+n—2)+2(—3k+n—3)-(—3) =20k — 4n + 14 = 0,
o= 2n42(k+n—2)+2(—3k+n—3) = —4k + 6n — 10 = 0.

Resitev zgornjega sistema sta k = —é—é mmn = %. Dobili smo eno samo stacionarno tocko
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Ker ne obstaja taksna premica, za katero bi imela funkcija f(k,n), ki je neomejena, mak-
stmalno vrednost, in nasprotno, ker zagotovo obstaja premica, ki se danim tockam najlepSe
prilega (funkcija f(k,n) doseZe globalni minimum), je iskana premica premica
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Naloga 3
Poiscite resitev zaCetnega problema:
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Dana diferencialna enacba ima locljive spremenljivke. Diferencialne enacbe z locljivima
spremenljivkama resujemo tako, da namesto y' v enacébo vstavimo j—g; locimo spremenljivki
m integriramo:
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Resimo Se zacetni problem, tj. v splosno resitev vstavimo zacetni pogoj y(—%) =2
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Sledi resitev zacetnega problema:
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Naloga 4
Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe

4y///+4y// +5y/ — 1 +€ .
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Dana diferencialna enacba je linearna s konstantnimi koeficienti. Splosna resitev je ses-
tavljena iz resitve homogenega dela (yy) in partikularne resitve (y,):

y:yh+yp‘

a.) Homogeni del (racunamo yp):
4y/l/ _|_ 4y// _|_ 5y/ — 0
Vzamemo nastavek y, = e in dobimo karakteristicno enacbo:

AN 4N+ 50 = 0,
MAN + 4N +5) = 0,

katere resitve so:
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Sledi resitev homogenega dela:

yp = AeM’ + Be 4 CeM?
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= A+ Be’%‘r(cos:l: +isinx) + Ce’%x(cos:c —isinx)
A+ (B+C)e 2" cosz + (Bi — Ci)e 2* sinx

— A+ De 2" cosz + Fe " sin .

b.) Nehomogeni del (racunamo y,):
4y/// + 4y// + 5y/ =14+ 6%.

Nastavek za partikularno resitev je sestavljen iz polinomskega nastavka (zaradi 1) in
iz eksponencialnega nastavka (zaradi e ):

yp=Fx+ H er.
Nastavek 3-krat odvajamo in vstavimo v diferencialno enacbo:

y = Fx+ He?,
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Ser + Hed +5F 4 —=eb = 142,
Sledi sistem enacb (izenacimo konstanti ter koeficienta pred e%):

5F = 1,
AH = 1.

Resitev sistema je F' = %, H= 411' Sledi partikularna resitev:
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Splosna resitev diferencialne enacbe je zato
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Yy=uyn+yp=A+ De 2" cosx + Fe 2 81nx+gx+zle
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