Matematika II (UN) 2. kolokvij (3. junij 2011)
RESITVE

Naloga 1 (25 tock)
Dana je funkcija f(x) = 1, ki je definirana na intervalu [0, 1].

a.) Funkcijo f(z) razvijte v Fourierovo vrsto.

b.) Funkcijo f(x) razvijte v sinusno Fourierovo vrsto.

a.) Navadna Fourierova vrsta funkcije f(x) je kar F(x) = 1. Definirana je na celi realni
0S1.

b.) Sinusno Fourierovo vrsto dobimo, ée v Fourierovo vrsto razvijemo funkcijo s(z), ki
jo dobimo kot liho nadaljevanje funkcije f(x). Torej

S(x):{1 0<z<l1

-1 —1<z<0
Funkcija s(x) je definirana na intervalu [—1,1] in je liha, zato dobimo:
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Sledi sinusna Fourierova vrsta:

= ; by sin (nmw) = nz; % (1= (=1)")sin(n7rz) = kZ:; @+ r sin ((2k + 1)7x).

Naloga 2 (25 tock)
Prodajalec ocenjuje, da mu prodaja izdelka prinese zasluzek

f(z,y) = y/zy,

kjer je x znesek, vlozen v oblikovanje izdelka, y pa znesek, vlozen v reklamo. Prodajalec

bo za oblikovanje in reklamo porabil 12000 EUR. Kako naj ta sredstva razporedi, da bo
zasluzek najvedji?




NAMIG: Vezani ekstremi.

Sredstva v visini 12 000 EUR prodajalec nameni oblikovanju izdelka in reklami, kar lahko
zapiSemo z naslednjim pogojem:
x 4y = 12000.

Najvecji zasluzek dobimo kot maksimum funkcije f(x,y) pri zgornjem pogoju, torej kot
vezan ekstrem. Zapisimo Lagrangeovo funkcijo:

F(z,y: \) = y /Ty + Az +y — 12000) = 22y2 + A(z + y — 12000).

Kandidati za vezane ekstreme so stacionarne tocke Lagrangeove funkcije, to je reSitve
naslednjega sistema enacb:
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F\ =z 4y — 12000 = 0.

Ce prvi dve enacbhi odstejemo, dobimo
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Locimo torej dve mozZnosti:

o y=0= z=12000,

o y=23r = x+ 3z = 12000 = x = 3000 in y = 9000.

Ker je

£(12000,0) = 0,
£(3000,9000) = 9000 - v3000 - 9000 > 0,
vidimo, da je v prvi tocki vezan minimum, v drugi pa vezan maksimum. Torej, prodajalec

bo dosegel najvecji zasluzek, ce bo za oblikovanje izdelka namenil 3000 EUR, za reklamo
pa 9000 EUR.

Naloga 3 (25 tock)
Poiscite tisto resitev diferencialne enacbe

vy’ = —(r+y),
ki gre skozi tocko T'(1, —4).



Diferencialno enacbo najprej malo preoblikujmo:

zy = —(z+y),
, aty
x b
y =—1-— Y.
e

Vidimo, da je homogena. Ce bi jo preuredili nekoliko drugace, bi dobili linearno dif. enacbo
1. reda. Postopek resevanja si lahko torej izberemo; napisali bomo resitev, ki sledi postopku
resevanja homogenih diferencialnih enacb. Uvedimo novo odvisno spremenljivko

u:y:ﬁy:xu:ﬁy':u%—mu'.
x

Ko funkcijo y(x) zamenjamo s funkcijo u(z), dobimo dif. enacbo z locljivima spremenljivkama:

u+aou = —1—u,
xu = —1—2u.
Resimo jo:
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Sedaj le Se u zamenjamo z £ in dobimo splosno resitev homogene dif. enacbe:
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Resitev, ki gre skozi tocko T(1,—4), dobimo takole:
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Regitev naloge je torej funkcija
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Naloga 4 (25 tock)
Poiscite splosno resitev diferencialne enac¢he

"

y" —y — 3y + 3y =x — ™.

Splosna resitev dane nehomogene linearne dif. enacbe s konstantnimi koeficienti je oblike

y() = yn + Yp,

kger je yy, resitev homogene linearne dif. enacbe s konst. koef., y, pa partikularna resitev.

A. Homogeni del (racunamo yp):
y/// _ yl/ _ 3y/ + Sy — O

To je homogena linearna dif. enacba s konstantnimi koeficienti. Dobimo karakteris-
ticno enacbo

A — A2 —3)+3

NMA—=1)=3A—1)

A=\ =3) =

A=D1 =V3)A+V3) =
M=1 A=vV3 \3=—V3

Resitev homogenega dela je zato:

o o o O

yp = Cre’ + 026\/396 + Cge_‘/gx.

B. Nehomogeni del (racunamo y,):

Partikularno resitev y, iS¢emo z metodo nedolocenih koeficientov. Za nastavek vza-
memo funkcijo iste oblike, kot je desna stran

b(z) =z — €

2 nekaj prostimi parametri.



Zaradi prvega dela x dobimo prvi del nastavka

Az + B.

Zaradi drugega dela €2*, kjer je a + i3 = 2, kar ni nicla karakteristicne enacbe iz
homogenega dela in je zato k = 0, dobimo drugi del nastavka

C eQw

Sledi nastavek za partikularno resitev
yp = Az + B+ Ce™

z nedolocenimi koeficienti A, B in C. Dolocimo jih, tako da nastavek vstavimo v
dif. enacbo. Se prej ga seveda moramo trikrat odvajati:

y = Az+ B+ Ce™,

y = A4206*,
y// — 40 621”
y/// — 8 C 6233.

Funkcije y, ', y",y" vstavimo v dif. enacbo:
8Ce* —4C e — 3(A+2Ce*) + 3(Az + B+ Ce**) = x — &,
ki jo uredimo po linearno neodvisnih funkcijah €2, x in 1:
Ce* +3Ar +3B —3A =12 — .

Enacbo resimo, tako da primerjamo koeficiente pred linearno neodvisnimi funkcijami

e** x in 1 na obeh straneh enacbe:

e C =—1,
x: 3A =1,
1: 3B—3A =0.
Sledi resitev sistema: A = %, B = % i C'= —1. Partikularna resitev dif. enacbe se
zato glasi
1 1 9%
Yp = gx + 3 e,

Splosna resitev dif. enacbe je torej

1 1
Y=1Yn —i—yp = Cle"’“" -+ C'ge\/gx + 0367\/31 + gl’ + g — 62‘76.



