Matematika II (UN) 1. kolokvij (13. april 2012)
RESITVE

Naloga 1 (25 tock)
Dana je linearna preslikava s predpisom 7(%) = A- & — A~ - Z, kjer je

1 1
A=|-1 0 1],
1 -1 0

A~! pa je inverzna matrika matrike A.
a.) Poisc¢ite vse lastne vrednosti matrike A.

b.) Dolocite matriko T' linearne preslikave 7 v standardni bazi prostora R3.

c.) Ali obstaja neniceln vektor 7, za katerega velja AZ = 07 Odgovor utemeljite.

a.) Lastne vrednosti matrike A so nicle karakteristicnega polinoma

A1 1] =1
det (A=X)=| -1 =X 1 | =1 =X ==X +14+1+A=-X1-2)
I -1 =x| 1 -1

= AN - A4+2=—-A—-DN+A1+2).
Sledi A\ = 1 in Ay g = =2,

b.) Ker je
(@) =A-7-A" F=(A-ANHT,

je matrika T linearne preslikave T v standardni bazi prostora R? enaka

T=A-A"
Najprej zato izracunajmo inverzno matriko matrike A. Za izracun uporabimo Gaussovo
eliminacijo:
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Dobili smo
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c.) Stevilo 0 ni lastna vrednost matrike A, zato taksen vektor ne obstaja. To lahko
ugotovimo tudi drugace. FEnacba AX = 0 predstavlja nek homogen sistem linearnih
enach, is¢emo pa netrivialno resitev. Ker je matrika kvadratna, ima tak sistem
netrivialno resitev natanko tedaj, kadar je determinantna matrike koeficientov sis-
tema enaka 0. Ker v naSem primeru velja det A = 2, netrivilna resitev sistema ne
obstaja.

Naloga 2 (25 tock)
Dana je matri¢na enacba AX = BT X, kjer sta

wB=|y 4|

1
A= |1
1 2 2 2

o O O

a.) Kaksne dimenzije lahko ima matrika X, ki je reSitev dane enac¢be? Odgovor utemeljite.

b.) Poiscite vse realne matrike X dimenzije 2 x 2, ki resijo dano enacbo. Pois¢ite vsaj
eno nenicelno matriko druge dimenzije, ki resi enacbo.

a.) Dimenzije matrike X, ki je resitev dane enacbe, omejuje matricno mnoZenje,

A- X =BT X,
L R W
3x2 2% _ 2x3 2%
N——
3x2

pri katerem mora biti Stevilo stolpcev leve matrike enako Stevilu vrstic desne matrike.
Na ta nacin dobimo pogoj, da mora matrika X imeti 2 vrstici. Stevilo stolpcev
matrike X je lahko poljubno. Velja torej, da je dimenzija matrike X enaka 2 X n,
kjer je n poljubno naravno Stevilo.

[y

b.) Za nenicelne matrike



dimenzije 2 X 2, ki reSijo dano enacbo, velja

10 0 2
10 .[afi}: 0 2 {“2},
10 ¢ |0 2 ¢

a b [ 2¢ 2d

a b | =1 2c 2d

a b _20 2d

Ta enacba nam zdaj da 2 pogoja: a = 2c in b = 2d. Iskana druzina matrik je zato

X:[Qc 2d}7

c d

kyer sta c in d poljubni realni stevili. Dano matricno enacbo resijo npr. tudi naslednje
matrike:

2 2 00 2 2 2 2 040
Xl_[l]’ X2_[1 0 0}’ X3_[1 1 1]’ X4_[1 0 2 o}""

Naloga 3 (25 tock)
Tocke A(3,0,-5), B(1,2,—1), C(4,0,0) in D(3,—1,0) so oglis¢a tristrane piramide v
prostoru R3.

a.) Izracunajte plos¢ino trikotnika ABC.
b.) Izracunajte visino piramide ABCD skozi oglisée D.
c.) Ali tocke A, B in C lezijo na skupni ravnini? Ali tocke A, B, C in D lezijo na

skupni ravnini? Oba odgovora utemeljite.

Najprej dolocimo tri vektorje, ki piramido oklepajo:

d=AB =1} —11=(1,2-1)—(3,0,-5) = (—2,2,4),
b= AC =r¢ — 14 = (4,0,0) — (3,0,—5) = (1,0,5),
T=AD =1 —11=(3,-1,0) — (3,0,—5) = (0, —1,5).

a.) Ploséina trikotnika ABC' je enaka polovici ploscine paralelograma, ki ga oklepata @
mn b. Velja:

1 L1 ! J
pABc:—|aXb|:—| -2 2
2 2 0

1 1
| = §\(10, 14, -2)| = 5¢102 + 142 + (—2)2

QU > 3y

1 1
=3 300:5-10¢§=5¢§.



b.) Vigino vp piramide ABCD skozi oglisée D lahko dobimo iz formule za izracun
prostornine tristrane piramide:

1 - 1
V= 6'(67b7a‘ = §pABC‘UD-

Sledi ~
., _l@ia
D = .
2paBc
Izracunati moramo Se meSani produkt
. -2 2 4| =2 2
(@b,c)=| 1 0 5 1 0 =-24.
0 -1 5] 0 -1

Sedaj dobimo visino piramide

(@,6,8)] 24 43

v = = =
P 2paBC 10v/3 b}

c.) Poljubne tri nekolinearne tocke dolocajo eno ravnino. Tudi tocke A, B in C zato
dolocajo oziroma leZijo na skupni ravnini, saj je ploscina trikotnika, ki ga oklepajo,
razlicna od 0. Tocke A, B, C in D ne lezijo na skupni ravnini, ker je (a,b,c) # 0.

Naloga 4 (25 tock)
Dani sta dve ravnini v prostoru R3. Njuni enacbi sta 20 —y —3=0in z +y — 5z = 0.

a.) Zapisite enacbo premice, v kateri se dani ravnini sekata. Zapisite tudi smerni vektor
te premice in eno toCko na njej.

b.) Katere ravnine imajo z danima ravninama natanko eno skupno to¢ko? OpiSite
njihovo lego v prostoru.

a.) Enacbo premice, v kateri se dani ravnini sekata, dobimo kot 1-parametriéno reditev
sistema linearnih enacb:

20 —y = 3,
r+y—>5z=0.

Resitev sisitema se glasi takole:

x = poljuben,

Yy =2x — 3,



b.)

Parametricna oblika enacbe iskane presecne premice p je zato

T =1,

y=2t—3,
3 3

z=-t— —.
) )

Smerni vektor premice je § = (1,2, %), ena tocka na njen pa je npr. A(0,—3, —g)

1séemo ravnino 11, ki ima natanko eno skupno tocko s presecno premico p iz tocke
a.). To je ravnina, ki jo premica p prebada v eni tocki. Premica p torej ne sme biti
mimobezna ali leZatt na ravnini 11, kar pomeni, da premica p ne sme biti vzporedna
ravnint II. Temu pogoju zadoscajo natanko tiste ravnine v prostoru, katerth normala
ni pravokotna na smerni vektor premice p. Za normalo i = (a, b, c) takine ravnine
mora veljati 1 - §# 0. Iskan zadosten pogoj je zato a + 2b + gc # 0.



