Matematika 1T (UN) 2. kolokvij (7. junij 2013)
RESITVE

Naloga 1 (25 tock)
Casovna funkcija f je definirana za t € [0, 2] in podana s spodnjim grafom.
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a.) Narisite tri grafe: graf (klasi¢ne) Fourierove vrste, graf sinusne Fourierove vrste in
graf kosinusne Fourierove vrste funkcije f. Grafe prikazite na intervalu [—6, 6].

b.) Izrac¢unajte Se konstantne (prve) ¢lene vseh treh funkcijskih vrst.

c.) Napisite tri primere nenicelnih periodi¢nih funkcij, katerih Fourierove vrste na in-
tervalu [—2,2] imajo kon¢no mnogo ¢lenov: prva funkcija naj bo liha, druga soda,
tretja pa ne liha ne soda.

Resitev:

a.) Grafi (klasicne) Fourierove vrste, sinusne Fourierove vrste in kosinusne Fourierove
vrste funkcije f so na spodnjih slikah.
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Slika 1: Klasi¢na Fourierova vrsta.

b.) Konstantni éleni vrst so povprecja funkcije f na danem intervalu oziroma povprecja
njenega lihega ali sodega nadaljevanja na negativno stran:
— klasicna Fourierova vrsta na [0,2]: 3,
— sinusna Fourierova vrsta na [—2,2]: 0,

— kosinusna Fourierova vrsta na [—2,2]: %
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Slika 2: Sinusna Fourierova vrsta.
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Slika 3: Kosinusna Fourierova vrsta.

c.) Primeri periodicnih funkcij, katerih Fourierove wvrste na intervalu [—2,2] imajo
koncéno mnogo clenov:

™

— liha: sin (3x),
— soda: 1 ali cos (§x),

x

— ne liha ne soda: 1 +sin (5x).

Naloga 2 (25 tock)
Tri premice so podane z enacbami = 0, y = 0 in x — y + 1 = 0. Poiscite tocko M(x,y),
za katero velja, da je vsota kvadratov razdalj od treh premic do tocke M minimalna.
Odgovor utemeljite!

Vsoto kvadratov razdalj od teh treh premic do toc¢ke M tudi izrac¢unajte.

Pri ra¢unanju si lahko pomagate s formulo za izrac¢un razdalje tocke T'(z¢, yo) od premice

: : lazo + byo + ¢|
z enacbo ax + by + ¢ = 0, ki se glasi d(T',p) = )

Resitev:
Vsota kvadratov razdalj tocke M (x,y) od danih premic je funkcija

r—y+1)?
d(a,y) = 2% + 97 + LU

(z,y) Y 5
Poiscimo njene stacionarne tocke:

d, = 143z —uy,
d, = —1—-x+3y.

Dobimo eno resitev: x = —}1 my = %. Funkcija d je zvezna, odvedljiva in definirana na

R. Zaradi tega je dobljena stacionarna tocka edini kandidat za ekstrem funkcije d. Ker
je iz geometrijskega opisa jasno, da tocka, v kateri je vrednost d(x,y) najmangSa, obstaja,

velja
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Velja

Naloga 3 (25 tock)
Pois¢ite splogno resitev y(x) diferencialne enacbe

22y — 1) dx + 2° dy = 0.

Odvod ¥/ splosne resitve diferencialne enacbe zapisite kot funkcijo spremenljivk x in y.

Resitev:

Ker za
P(z,y) 2y — 1,
Qz,y) = 2’

velja

P)(z,y) = 2z,
Qz(z,y) = 2z,

je dif. enacba eksaktna. Ne levi strani enacbe je totalni diferencial df (x,y) = f.(z,y) dx+
fy(z,y) dy neke funkcije f(x,y). Funkcijo f dobimo s pomocjo zvez

fx(xvy) = P(fE,y) = 2$y - 17
fy(zy) =Qlz,y) ="

Prvo enacbo najprej integrirajmo po x, nato rezultat parcialno odvajajmo po y:

flo) = [@uy-1)de =22y -5+ CQ),
fylz,y) = 2+ C'(y).
Po primerjavi f, in @ ugotovimo
flz,y) =2’y -z + D,

kjer je D splodna konstanta. Ker zacetna enacba pravi df (x,y) = 0, sledi implicitna oblika
splosne resitve:
2%y — x = konst.

Resitev lahko zapisemo tudi eksplicitno:

T konst

Y 72



Ce zacetno dif. enacbo delimo z dz, dobimo
(2zy — 1) + 2%y = 0.

Sledi
, 1—2xy
y =

xr2

Naloga 4 (25 tock)
Resite diferencialno enacbo

y" —y =2z + sin (3z).

Dolocite vse resitve, ki potekajo skozi koordinatno izhodisce.

Resitev:

Dana dif. enacba je linearna s konstantnimi koeficienti. SploSna resSitev bo zato oblike
Y = Yn + Yp, kjer je yy, reSitev homogene enacbe, vy, pa partikularna resitev nehomogene
enacbe.

e Homogena enacba:
y/// . y/ —0.

Preko nastavka y = e* dobimo karakteristi¢no ena¢bo in njene resitve:
N -\ =0,
AN —1) = 0,
AA=1D(A+1) = 0,
)\1:0, )\2:1, )\3:—].
Sledi y, = C1 + Cae” + Cse™".

e Nehomogena enacba:
y" — 1y = 2z + sin (3x).

Metoda inteligentnega ugibanja nas vodi do nastavka
Y, = (Ax 4+ B)x + C'sin (3x) + D cos (3z),

saj je a+ i = 0 enkratna reSitev karakteristi¢ne enaCbe, a4 i = 3¢ pa ni reSitev.
Ko nastavek odvajamo in vstavimo v enac¢bo, dobimo:

—30C cos (3z) + 30D sin (3x) — 2Ax — B = 2x + sin (3z).

Enac¢ba razpade na toliko enacb, kolikor je v njej linearno neodvisnih funkcij:

1: —-B =0,
r: —2A 2,
sin (3z) : 30D =1,
cos (3x): —=30C =0



Sledijo vrednosti koeficientov iz nastavka: A = —1, B =0, C = 0in D = %.

Partikularna resitev je zato

1
Yy = —1° + 30 ©% (3x).

Splosna resitev:

1
Y =1yn+y,=C1+ Coe” + Cze™™ — 2% + 35 %0 (3z).
Skozi koordinatno izhodis¢e potekajo tiste resitve, ki zado$¢ajo pogoju y(0) = 0. To so
tiste funkcije iz 3-parametri¢ne splosne resitve, za katere velja

1
0—01-}-02-1-034-%

oziroma ]
Ci=-0y,—C3— —.
1 2 3 30

Take funkcije, ki jih je neskon¢éno mnogo, tvorijo 2-parametri¢no druzino:

1 1
y=—Cy—C3— 0 + Coe® + C3e™" — 2% + 30 0 (3x).



