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DIFERENCIALNA GEOMETRIJA

Parametri¢na enacba krivulje 7= (z(t), y(t), z(t))
smer tangente 7 !

dolzina loka s = /\/:c’2 +y? 422 dt

Parametri¢na enacba ploskve 7= (z(u,v), y(u,v), z(u,v))
smer normale U =71, X 7,

Eksplicitna enacba ploskve z = f(x,y)

smer normale 7= (%2 % _1)

Implicitna enacba ploskve F(z,y,2) =
smer normale 7/

1. Zapisi enacbo krivulje v parametri¢ni obliki:
) daljica od tocke A(1,5,3) do tocke B(0,2,—1)
parabola y = 2% v visini z =1
elipsa 2> +y? =4, z2=x+y
R2

presecisce sfere z° + y? + 22 = R? z valjem 2% +y? = &

)
)
d) presecisce sfere 22 +y*+2% = 1 zravnino x = y v prvem oktantu
) 1
)

presecisce sfere a2 + y? + 22 = R? z valjem 22 +y* = Rz

v zgornjem polprostoru z > 0

2. Izracunaj dolzino loka prostorskih krivulj:

(2t, Int,t*) |, 1<t<10
(3t, 3t%, 2t3) od totke A(0,0,0) do tocke B(3,3,2)

a) 1

b) 7

c) F:(tsint+cost,—tcost+sint,§t2) , 0<t<a
75,



d) 7= (2cost, 2sint, &) | 0<t<nw
e) 7= (sin’t,sintcost, Incost) , 0<t<7%
f) F=@+1,t—1,2Int) , 1<t<2
g) 7= (acost, asint, alncost)
od tocke A(a,0,0) do tocke B(%,%,—agﬂ)

=

~— N N~ N~

7= (e’ cost, e'sint, e') od A(1,0,1) do splosne tocke
2?2 =3y, 2xy =92 od A(0,0,0) do B(3,3,2)

— o

j) 22=6x, 9y*> =162z od A(0,0,0) do B(6,8,6)
k) dar = (y+ 2)*, 422 + 3y? = 32? od izhodisca do T(z,y, 2)
1) y=aarcsin?, z = §In =L
od izhodisca do tocke (3, %", §1n3)
m) yz%,z:% od x=0do x=6

. Izrazi krivuljo z naravnim parametrom:
a) 7= (acost,asint, bt)
b) 7= (e'cost, e'sint, e')

c) 7= (3t,3v1—1t%, 4arccost)

. Prepricaj se, da je krivulja

L st Vvst+1 1 1 5
7"—( 5 ,2(84_@),%111(34—\/5 ~|—1))

izrazena z naravnim parametrom, tj. %\ =1!

. Prepricaj se, da je krivulja 7= (14-cost, sint, 2sin §) presecisce sfere
2?2 +y? + 22 =4 invalja (z —1)2 + 9> =1!

. Presecisée valja 2? +9% =1 in ravnine v +y + 2z =1 je elipsa. Poiséi
njeno parametricno enacbol!

. Krivulja 7 = (=2 +sint, t* + 2, ¢* — 1 + 2sint) lezi v neki ravnini.
Poiséi to ravnino!
_ 6 _



8.

10.

11.

12.

13.

7 = (acos’t, av/2sintcost, asin®t) , 0 < t < 7 je parametricna
enacba kroznice v prostoru. Pois¢i njeno lego!

Poisci enacbo tangentne premice in normalne ravnine na krivuljo v dani
tocki:

a) 7= (asin®t, bsintcost, ccos®t) v tocki t =7

b) F:(t—sint 1 —cost, 4sin?) v tocki (2 —1,1,2v2)
c) 7= (—t*—=5,3t2+1, 2t3—16) v tocki t =2

d) F:(t,t2 %) v tocki (2,4, 8)
e) F:(%,ﬁ, 2) v poljubni tocki
f) y=x, 2z =22 v tocki (1,1,1)
g) 22+22=10, y*+ 22 =10 v tocki (1,1,3)
h) 224+92+22=6, 0+y+2=0 v tocki (1,—-2,1)
i) y¥*+22=25, 22 +y* =10 v tocki (1,3,4)
j) 2+t =22 x=y v toeki (1,1, —+/2)
k) 22 +92+22=3, 22 +y? =2 v toeki (1,1,1)

Poisci tocko na krivulji, v kateri je tangenta vzporedna dani ravnini:

a) 7= (4,5,%) T+3y+22—10=0
b) 7= (t,t*, t3) T+2y+2=4
c) 7= (Int, 2t, t?) 8r—4y+2=0

Pokazi, da tangenta na krivuljo @ = (¢, 3¢*, %t) oklepa konstanten

kot z nekim vektorjem! Poiséci ta vektor!

Poisci tocko na krivulji 7= (t2 + 1,¢,t*> + 2) . ki je najblizja koordina-
tnemu izhodiscul!

Zapisi dano ploskev v parametri¢ni obliki:

a) ?+y*=R* , 0<z2<H

b) == VTP
,7,



c) parabolicen valj y = z?

d) ravnina z =z

. Zapisi enacbo dane ploskve v kartezicnih koordinatah:
a) 7= (u+v,u—uv, u?+0v?)

b) 7

(vecosu, vsinu, sin2u)

c¢) 7= (ucosv, usinv, vVa?> — u?)

. Ugotovi obliko ploskve! Kaj so koordinatne krivulje u = konst. in
v =konst. 7

a) = (ucosv,usinv,\/H) 0<u<a,0<v<2r

b) 7= (ucosv, usinv, v) 0<u<1l, —oco<v<o0

c) 7= (u,v,0) —00 < U< 00, —00 < V<00
d) 7= (ucosv, usinv, 0) 0<u<oo,0<v<27m

e) 7= (cosu, sinu, v) 0<u<2r,0<v<H

f) 7= (cosu, v, sinu) 0<u<7m,0<v<o

. Poisci kot, pod katerim se sekata koordinatni krivulji v =1 in v = 2
na ploskvi 7= (u+ v, u — v, uv) !

. Izracunaj kot, pod katerim se sekajo koordinatne krivulje na ploskvi
7= (usinv,ucosv,v) !

. Poisci kot, ki ga oklepa dana krivulja na ploskvi s predpisano koordi-
natno krivuljo:
a) ploskevi = (ucosv, usinv, u)
krivulja™ = (e’ cost, e'sint, e')
koordinatna krivuljav = vy
b) ploskevr = (cosucosv, sinucosv, sinv)

2

krivulja7 = (cos®u, sinwucosu, sinu)

koordinatna krivuljau = 0

-8 -



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Zapisi prvo fundamentalno formo za naslednje ploskve:

a) T=(utuv,u—uv, u)

b) 7= (usinv, ucosv, v)

c) 7= ((b—acosu)cosv, (b—acosu)sinv, asinu) , b>a>0
d) 7= (u, v, v’

ds* = du® + u*dv? je prva fundamentalna forma za ploskev 7(u,v).
Poiséi kot med krivuljama v =u in v=1!

Dolo¢i kot med ploskvama 2% +y? — 22 =0 in 2z +yz = 0!

Poisci tocke na ploskvi 7(u, v)=(y/ucosv,
izhodiscul!

usinv, E) ki so najbljizje

Zapisi enachi tangentne ravnine in normalne premice na dano ploskev:

a) z=y+In? v tocki T'(1,1,1)
b) z=2z*+4° v tocki T'(1,2,5)
c) z=arctg? v tocki T'(1,1,7%)
d) 22 +y*+ 2% =169 v tocki T'(3,4,12)
e) 2%/ 4 u/z =38 v tocki T(2,2,1)
f) 2+ P+ 23 +ayz —6=0 v tocki T'(1,2, —1)
g) (22—a2®)ayz—y> =5 v tocki T'(1,1,2)

h) 7= (ucoswv,usinv, v3v) v tocki (%,?,%)
i) 7= (u?+v%u— v, 4uv) v tocki T'(5,3, —8)

Na ploskvi 7= (2cosu, v, 2sinu) ,

0<u<m doloci vse tocke, v katerih

je normalni vektor navpicen!

K elipsoidu z? + 2y? + 2?2 =
ravnini * —y + 2z =0/

1 poiséi tangentno ravnino vzporedno

Pois¢i tangentno ravnino na ploskev z = xy pravokotno na premico
z4+2 _ z—1
Somyt2=5

-9 —



27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Na ploskvi 2%+ 2y? + 322 + 2xy + 222 + 4yz = 8 poisci tocke, v katerih
je tangentna ravnina vzporedna ravnini z = 0!

Poisci enacbo tangentne ravnine na ploskev 7= (uv, %, u%) v tisti tocki

na ploskvi, tako da bo tangentna ravnina vzporedna ravnini x+y+2z=0!

Poisci tocko T v prvem oktantu na elipsoidu z—i + ‘Z—; + ‘z—; =1,k
ima naslednjo lastnost: normalna premica na elipsoid v tocki T' tvori
s koordinatnimi osmi enake kote!

Poisci tangentno ravnino na ploskev z? + 2y% + 322 = 21 vzporedno
ravnini x + 4y + 6z = 0!

Pod kaksnim kotom se sekata valj 2% 4+ y* = 1 in ploskev z = a2y v
skupni tocki T(%, %, 3)7?

Pod kaksnim kotom se sekata sfera (v — R)? + y? + 2% = R? in valj
2+ 4> = R? v tocki T(Z, 23 0)7

Tangentna ravnina na ploskev zyz = a® (a > 0) v neki izbrani tocki
tvori tetraeder skupaj s koordinatnimi ravninami x = 0,y = 0 in
z = 0. Dokazi, da je volumen tega tetraedra neodvisen od izbrane
tocke na ploskvi!

Dokazi, da tangentna ravnina na ploskev /z+,/y++vz=+/a (a>0)
v tocki T odreze na koordinatnih oseh odseke, katerih vsota je neod—
visna od tocke T'!

— 10 —



INTEGRALI S PARAMETROM

v(z)

Fix) = / Flaoy) dy

v(z)

Fi(x) = /g—i dy + f(xz,v(x)) v'(x) — f(z, u(z)) v'(z)

1

1. Poiséi definicijsko obmocje funkcije f(z) = / dy

!

1
2. Dana je funkcija F(x) = /ln(x2 + %) dy

0

a) Koliko je F(0)?
Poisci naslednje odgovore, ne da bi integral izra¢unal:

) Jim Fir)

c¢) F(zx) je soda funkcija

d) F(z) je za > 0 monotono naras¢ajoca funkcija

1

3. Narisi graf funkcije f(z) :/sgn (x—y)dy !

0

— 11 —



4. Izracunaj odvode funkcij:

a) f(x)z/@dy d) f(x):/e’“"yzdy
b) fla) = / 1““;“” dy e) fz)= / sin(ey)
¢) f( )—/Smwy)d f) f(y):/e_mydx L y>0

5. Poiséi n—ti odvod funkcije f(z) :/f(t)(;r — )" Lt
0

Ty

6. Poisci mesani odvod funkcije F(x,y) :/(x —yz)f(z)dz !
%

T

7. Poiséi F"(z) za funkcijo F(z) :/(z +y)f(y) dy !

0

q
8. Doloci stevili a in b tako, da bo imel integral /(f(a:) — (a+bx)) dz

p

minimalno vrednost:

a) fle)=a2*> , p=1,q=3

b) flx)=v1i+a2*2 , p=0,q=1
,12,



10.

11.

12.

13.

. Poiséi funkcijo g(z) = y"(x) + y(x), kjer je y(x) = /

1

Pokazi, da funkcija y(x) :/(z2 —1)

-1

enacbi zy” + 2ny’ — xy =0/

Poisci ekstrem funkcije:

y
dz
a) F(y)z/lngx , y>1
Y
2z
ot
b) F(z)= t_th , x>0
x2+1

us

Pokazi, da je funkcija F(y) :/

0

o0

Pokazi, da je funkcija F(y) = /

1
y

— 13 —

sin zy

In(1 + y*z?)

oo
—xz
(&

1—|—z2dZ!

0

"l > ustreza diferencialni

dxr konstantal

dz linearnal

xr2



14. S pomocjo odvajanja na parameter izracunaj integrale:

/smx “dx y>0

1+acosx
x la] <1
COS ¥

1+acosx dx

la] <1

c) /rctg atgz)ctgx dr a>0

1 —acosx cosx

oo

o) [Hctelor) 4> 0
(14 22)
0
1 — ¢—ax
f) /—edm a>—1
re*
0
1— —ax?
g) /%dx a>—1
re*
0
Ooe—ax2 _ e—bx2
h) /—daz‘ a>0,b>0
x

— 14 —



15. Najprej izracunaj prvi integral na elementaren nacin. S pomocjo odva-
janja oziroma integriranja na parameter izracunaj Se drugi integral:

a)

b)

b

/xy dy

a

8

dx
2+ a

g

dx

2+ a

o\

e " dy

a\@

e " dy

@\@

1

b__ a
/I‘ A d],‘
Inz

a,b>0

a>0

a>0

a,b>0

a,b>0

a>0



DVOJNI INTEGRAL

polarne koordinate x = rcos¢ 0<p<2m

y=rsing r>0

Jacobijeva det. J(r, ) =r
ploscina likaD pl = / / dxdy

D
volumen telesa
s streho z = f(z,y) dedy
in projekcijo D
povrsina ploskve
2 af

z = f(z,y) 1+ ( a a> dzdy
s projekcijo D x Y

1. Prevedi dvojni integral / f(z,y) dedy na dvakratnega:

a) D jelik omejen s parabolo y = 2z? in daljico AB, kjer je A(-1,2)
in B(1,2)
b) D je tisti del ravnine, ki vsebuje izhodis¢e in je omejen s hiperbolo

y? — 22 =1 in kroznico 2% +y?> =9

¢) Dje trikotnik s stranicami y =z, y =2z, x+y =06
d) D: 2 +¢y*<2,y>z,y>—x

e) D:2*+y?<1,2>0,y>0

f) D:x4+y<l,z—-y<1l,x>0

g) D:y>2%, y<4-—2?

h) D:y—20<0,2y—x>0, 2y <2

— 16 —



2. Zamenjaj vrstni red integracije:

sin x

/ & / fay)
4 12z
/dx/f(ac,y)d
0 322
1 e’
c) /dw/f(%y)dy
0 e
1 1-y
/dy / f(z,y) dx
VAR

o o f e
/dx / &y

—V—22—2z
R/V?2 z R VRZ—&?
g) /d:v/fxyder/dx/f(%,y)dy
0 R/V2Z 0
0 2VI+y
/dy / fxyd:v+/dy / flz,y) d
-1 —2/1+y 0 —2/1+y

— 17 —



3. Izracunaj dvojni integral //f(x,y) dxdy
D

a) f=uay D:2>0,y<2,y>2*+1
b) f==z D: med krivuljama y =2 — 2%, y =22 — 1
c) f=ylnzx D: med krivuljami zy =1, y=+/z, v =2
d) f=uzy D:1<z+y<2, 2>20,y>0
e) f=lz|ly=zx) D:|z[+]yl<1
f) f=lzl+lyl D:a?+y*<1-2ay,2y>0
g) [= 2t D:y<z,y>%
h) f=qy’sinx D: 0<az<m,0<y<1l+cosx
i) f=a?sin’y D: —2<y<%, 0<x<3cosy
i) f=ay? D: x<p,y*<2px, (p>0)
k) f= 5= D: (x—a)?+ (y—a)? <a?
1) f=2 D:z+y>2, 22+ (y—12<1
m) f=+22—4y?  D: trikotnik A(0,0), B(1,—1), C(1,1)
n) f=ev D:2>0,y<1,9y*>2,y>0
o) f=uay D:y>0, (x—22+¢y*<1
p) f=a2*+1y? D:a<y<3a,zxz<y<z+a
q) f=]z—vy] D: y*<22,0<z<2,y>0
r) f=y D: obmocje med osjo x in cikloido

= a(t — sin

;j:j((f—ios?) » Ostsin
s) f=+xy—y?> D: trapez A(1,1), B(5,1), C(10,2), D(2,2)
t) f=x+4+2y D: 22 <y<.w

— 18 —



u) f:meyg D: xtgz<y<wz,0<xr<73
v) f=e"tY D: x2>0,e"<y<2

w) f=yVI-a?—yt D: 2’ +y' <1, 2>0,y>0

. Zapi$i dvojni integral / / f(x,y) dedy kot dvakratnega v polarnih
D

koordinatah, ¢e je podano integracijsko obmocje D :

a) D:a?+y? <1

o

P +yP<1l,2>0,y>0

(@]

)

) D

) D:2?+y*<1l,z2+y>1
) D

d sty > V6, (2?2 <92 -9, >0,y >0

. 'V dvojni integral / / f(z,y) dedy uvedi polarne koordinate:
D

a) f:ﬁ D: 224+ y*<a?,2>0,y>0
b) f=z+y D: 22+’ <az+y

c) -5 % D: ﬁ—iﬂj—igl

d) f=sinyaZ+y? D: 7% < 2%+ y? < 4n?

e) f=lz|(y—=) D: 2 +y*<1,y>0

f) f=uwzy D: 2> +y* <z

g) f=3 D: 224+ <y, x>0

h) f=2"+y? D: lyl<|zf, |z[<1

i) f=a"+y’ D: (2% +y?)* < a’(2® — y?)

\
—
Ne}

\



i) f=a+y D: (2° +y°)* < 2d°ry

k) f:z?mTyQ D: 22 +y?> <2, y<a?
y=>0,22>0

6. Dvojni integral / / f(z,y) dedy izracunaj z vpeljavo novih spremen-
D

ljivk:

a) f= Ty D:1<y<v2,1<zy<4
b) f=yv D: 222+ 32 <8

¢) f=\Vi+yu D: i+ H<1, 220, y>0

7. Izracunaj / / xf dxdy z vpeljavo novih spremenljivk v in v:
rTy

D:xz>0,y>0,y>a*—x,x>9y"—y

8
+
<
8
+
<

8. Izra¢unaj izlimitirane dvojne integrale / / f(z,y) dxdy
D

a) f=e @ D: 0<x<y
b) f:@ D:z>1,y>2?
c) f=In(2?+y?) D: 22 +¢y*<1
d) f=5p D:z>1,ay>1
e) f=(®+y)" D:2*+y*>1
f) f=e @) D: ravnina xy
g) f:\/m;TyQ D: 2?+y*<uz

— 20 —



10.

11.

12.

h) f= e D:z>0,y>0

i) f=e @ty D:z>0,y>0

navodilo: vpelji novi spremenljivki z = rcos?¢ , y = rsin® ¢

. Izracunaj ploscine likov omejenih z danimi krivuljami:

vy *=4dar, v+y=3a,y>0

T @

v=z,y*=8,ay=1, zy=38

o

zy=d®, z+y=2a, (a>0)

o

yv=a2—2*, >0

y=he,y=z-1,y=-1

— @)

r=a(l4cosp), r=acosy, (a>0)
4yt =20, +yP=dr,y=2,y=0

= 0R

(22 + y*)? = 8a’wxy
Vi+yy=+va,z>0,y>0

r<4(l4cosp), v >3

— o

~ .

Y=ty =2y, 2=0

—

(2 +y°)? =2 —y?), 2 +y° =2

S~ N T T N N T N N N N N~~~

v=x,y=2r,y=c,y=20

=)

Nacrtaj lik v ravnini, katerega ploscina je dana z integralom in izrac¢unaj
njegovo ploééino
a(1+cos )

arctg 2 cosap
o[ / v o

Poiséi volumen in povrsino telesa omejenega z valjema 2%+ 2% = a? in

y:+ 22 =a?!

Iz krogle 22 + 3% + 22 < 4 je izrezan valj z? + y? < 1. Koliksna je
prostornina? Koliksna je povrsina na sferi?

— 21 —



13. Izracunaj prostornine teles, ki so omejena z danimi ploskvami:

T o
~—

- B 0] - 0O 0

=~ =
— — ' ~— ' ~— ~— ~— ~— ~—

2+ =R*, 2>0,2<y
=Y 2=0, 224+ y* = R
z=a+y*, 2=20*+y}) ,y=1x, y=1?
z=22+y?, z=x+y

2?4+ 2=a?,y>0,2>0,y<z
y=+vVr,y=2/r,x+2=6, 2>0
=24y’ Py - =1,2>0
2=22F+ 92, 2 +y:=2ax, 2>0

z=a? 4y’ 41, 0=0,y=0,2=4,y=4
=2 +y?, P4yt =x, 2 +yP =2z, 2=0
22492+ 22 =4, 22 +y* =32, (manjsi del)

14. Izracunaj povrsine na ploskvah:

ravnine 6x + 3y 4+ 2z = 12 v prvem oktantu

ploskve 22 = 2zy nad pravokotnikom

{(z,y): 2>0,y>0,2<3,y<6}

a) del
b) del
c) del
d) del
e) del
£) del
g) del
h) del

stozca z = /22 +y? , ki ga odreze ravnina z = v2(% + 1)
ploskve z = xy , ki ga izreze valj z2 4+ y?> =3

ploskve /(22 +y?)3 4+ 32 =4 , ki ga odreze ravnina z = 1
sfere 22 + y? + 22 = R? znotraj valja 2? +y* = Rx
ravnine x +y + 2z = 1 dolocen z y*> < z < 1

valja 22 + 22 =1 ,kijeomejenz y? =1—=x

15. Poséci tezisce homogene plogée med y* = 2z in y = x!
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TROJNI INTEGRAL

Cilindri¢ne koordinate

Jacobijeva det.= r

T =1TCosp
y=rsingp
z=2z

0<e<2rm
r>0
—x<z<X

Sferi¢ne koordinate

Jacobijeva det.= r? cos 9

T =1 COos pcos v
y = rsin ¢ cos ¥
z =rsind

o

SRVAN
IA o
F

<
(AVASERVAN
S INS

1. Izracunaj trikratne integrale :

/dx/dy/x3y zdz

N

2

z—1

27

r+yte

z—x—y) i

\/ 2z—y2/2

c)/dx/dy/

1

V1—z2

/1_x2_y2

(r—e)(z+y—e)

/ dx dy / xyz dz
0 0 0
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2. Izracunaj trojni integral ///f(x,y,z) drdydz :
v

a) f=(x+2) V:0<zr<3,0<y<2,0<2<1
b) f=(z+y+z+1)73 Vie>0,y>0,2>0,z4+y+2<1
c) f=uxy Vio<z<uzy,z4+y<1l,z2>0,y>0
d) f=wycos(z+x) Vi0<y<yr,0<z<7—x

e) f=ettts Vie>0,y>0,2>0,2+y+2<1
f) f== Vie>0,0<y<a,z>0,z+z<a

3. V trojnem integralu / / / ydxdydz je integracijsko obmocje mnozica

v

V:i0<z,0<y<2—x,0<z<a2?. Vnakazanem vrstnem redu
integracije zapisi meje, ce integral izrazimo s trikratnim integralom:

a) [drfdy[yd:
b) [dz[dv [ydy

¢) Izracunaj integral in primerjaj rezultata pod a) in b)!

4. Trojni integral / / / f(z,y,2)dedydz zapisi kot trikratnega v cilin-
v

dri¢nih oziroma sferi¢nih koordinatah:

a) V je telov prvem oktantu omejeno z valjem x?+y*= R? in ravni-
nami z=0, z=1,y=x, y:\/gx

b) V je del krogle x* + 3> + 2> < R? v prvem oktantu

c) V je teloomejenoz valjem x*+y* = 2x ,ravnino z = 0 in para-
boloidom z = 22 + 7>

d) V je tistidel krogle z?+y*+2% < R? | ki se nahaja znotraj valja
(22 + y*)? = R*(2* — y?) in polprostora x > 0
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5. Integral ///\/ﬁ—i—y?dxdydz V24t <2, 2> a2
v

izracunaj najprej z vpeljavo cilindriénih in nato z vpeljavo sferi¢nih
koordinat !

6. Integrale izracunaj z vpeljavo sferi¢nih oziroma cilindri¢nih koordinat:

V2r—1x?
/dx / dy/ 22 +y?dz
VR2—22 R2*$2*y
/ dx / dy / (2% + %)
VRE_Z

7. Izra¢unaj trojni integral // f(z,y, 2) dedydz -

a) f=a2*+9y° Va2 +y2<(z241)?2,0<2<1
b) f=a? Va2 +y? <2z, 2<2
c) f=2z2 Vel +y?+22 <4, 22 +9y* <3z
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f=Va2+y?2+22 V2?4 +22 <z
f=l V2242 422<1

z2+4y2+(2—2)2

f=Va2+y2+22 Va2 4y +22<z

f=a2+y? Vil<az?+y?+22<4

f=v2Z+y2? V:0<z2<1, 22+ y2<2?
f=zy22+92 V:0<2<3, 22 +9y> <2

f=1 Vi z>0, 224+y*< 2Rz, 2?2 +y?+22 < 4R?
f=a?+y?+2° Vit + 22 <azty+z

f =22 Va2 + 924+ 22<a?, 22 +9? + 22 < 2az

8. Izracunaj prostornine teles omejenih z danimi ploskvami:

2=4—y?, 2=9y*4+2, 0=—-1,2=2
z=22+y?, z=x+y

(22 + 9y + 222 =d®2, (a>0)
(x—12+y’=2,204+2=2
2=6—22 -y, z=22+y?, 2=0
2+ y? + 22 < R*, 22 +y* > R(R — 22)
(@422 422 =1
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9. Poisci tezisce é krogle x? +y*+ 2% < 1 v prvem oktantu, ¢e je gostota

S S
enaka p = o

10. Krogla z radijem 1 je nehomogena in ima na povrsni rdeco piko. Go-
stota krogle je v vsaki njeni tocki enaka oddaljenosti od rdece pike.
Koliksna je masa krogle 7

11. Izracunaj izlimitirane trojne integrale ///f(x,y, z) dxdydz :
v

a) f = (1+x2f52+22)3
b) f=In(z’+y*+2?)

c) f=e (wtyta) r>0,y>0,0<z2<z+vy

ST T OT

d) f:m .CEZO,yEO,ZZO,ZEQ—l-yQ—FZQZl
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TEORIJA POLJA

7= (z,y,z2) div(P, @, R)——+8—Q+3—R
Y BT PR
gradu = (g2, 30, 52)  rot(P,Q,R) = £ 2 2
grad f(r) = 07 P Q R
% = grad u - ﬁ Au ot o T 52
. Poisci nivojske ploskve skalarnih polj:
a) u= 2
I2+y2+22

b) u=(ix7)-(]x7

c) u= % , @ in b sta konstantna vektorja

d) u = arcsin \/:L;Ty?

skiciraj nivojske ploskve u=0, u= -7 in u= ¢ !

. Skalarno polje u(7) je razmerje med ploséino paralelograma s strani-
cama 7 in 7 ter plos¢ino paralelograma s stranicama 7 in k. Poiséi
nivojske ploskve u=0, u=1 in v =2 !

L= \/xz +y2+ (2 +8)2 + \/x2 + 92+ (2 — 8)2. Poisdi tisto nivojsko
ploskev polja u, ki gre skozi tocko M(9,12,28) !

2

. Prepricaj se, da se nivojske ploskve polj u = 2?2 +y?—2? in v = 2z +yz

sekajo pod pravim kotom !

cu =22 +2y*+32° +ry+3r—2y—6z. Poisci gradu v tockah A(0,0,0)
in B(2,0,1) ! V katerih tockah je gradu =10 ?
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10.

11.

12.

13.

14.

u=x>+1y>+ 23 — 3zyz. V katerih tockah prostora je
a) gradient polja pravokoten na os z 7

b) gradient polja enak 0 7

Poiséi kot ¢ med gradientoma polja u = e v tockah A(1,2,2)
in B(—3,1,0) !

Dolo¢i polje u, ¢e je gradu = (yz — 1,z + 1,2y +2) !
u=1In2.V katerih tockah prostora je |gradu| =1 ?

Pokazi:

Pokazi, da je skalarno polje u = Inr? resitev diferencialne enacbe
u=2In2—In|gradul?® !

Izracunaj grad 7 v tocki T'(1,-2,2) !

V katerih toc¢kah prostora je gradient polja u = | i X T | pravokoten na
vektor i4j +k ?

Izracunaj odvod skalarnega polja u v tocki T' v dani smeri [

a) u== T(1,-1,3)
I=—i—k
b) u=e"tvt? T (0,0,0)

c) u=zxyz T (5,1,2)
I’ je smer od totke T' proti tocki S(9,4,14)
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15.

16.

17.

18.

d) uw=axy*+ 2% —ayz T (1,1,2)

[ oklepa s koordinatnimi osmi kote 60°, 45° in 60°
e) u=lIn(z+y) T (1,2,0)

fje smer tangente na parabolo y? =4z, 2 =0
f) u=zy— 2> T (-9,12,10)

[ je smer simetrale kota xQOy

Poisci tocke v prostoru, v katerih je odvod polja v = %

fzf—l—j—i—ﬂlg enak 0 !

v smeri vektorja

Poisci odvod polja u = div(z®, ¢, 2°) v tocki T'(2,2,1) v smeri zunanje
normale sfere 22 +y?+ 22 =9 !

Izracunaj divergenco vektorskih polj:

a) V= ts(z,y,0)

b) V= (322 + 62z +32%,0,0)

¢) V=(2+22, 22422, 22+

d) V= (2%yz, zy2z, xy2?)

e) V=—~—(—zy,2) vtocki T(3,4,5)

N

Izracunaj rotor vektorskih polj:

a

@] o

o,

¢}

) (
) (
) (
) Vi=(¥, 2,2) vtocki T(1,2,-2)
) (
) (

f

]
<
&
(o}
)
<
[N}
&
N—
<
—+
o
[@X
an
S
I
™
w
o
N~—
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19. Katera od naslednjih vektorskih polj so potencialna? Potencialnim po-
ljem poiséi potencial:

a) V=(a2 ¢ 27

b) V= (12 + 322z, 2zy, 2?)

c) ‘7:(5x2y dxy, 3x* — 2y, 0)
d) V=a2—y?, 12— 22, 22 —1?)
e) V:(?’xy — 223 25”73’,—5”2—%’2)

20. Pokazi naslednje enakosti:
) divir=3

rot 7 =0

div(a@ x

)

) =0
d) rot(“x

) div(

)

Ql
3}J

—

div(uV) = udivV + gradu - V
rot(uV) = urot V + gradu x V

21. Izracunayj:

a) div? i) rot((@-7)b)
b) div(—Z) k) rot((@-r)r)
c) div(f(r)r) 1) rot(r(a xr))
d) div((@-7m)7) m) rotgradu

e) div((@-7)b) n) div(r? grad r?)
£) div(r(@x 7)) o) divrotV

g) rot(%) p) Af(r)

h) rot(f(r)r) q) A((@-n)r)
i) rot(f(r)a) r) A(f(r)r)

22. Doloci funkcijo f(r) tako, dabo Af(r)=1, ¢ r#0 in f(0)=0!
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23.

24.

25.

26.

27.

Dolo¢i f(r) tako, da bo polje V = f(r)r Laplace-ovo ! To je tako

polje, za katerega sta rotV in divV enaka 0.
Doloci f(r) tako, da bo polje @F solenoidno !

Pokazi, da sta spodnji vektorski polji solenoidni:

a) V=r@xr)

Resi enacbo rotV = 7 — 3zi !

Pokazi, da sta vektorski polji Laplace-ovi:

a ) v dani tocki prostora je velikost polja obratno sorazmerna kvadratu
oddaljenosti tocke od izhodis¢a, smer polja pa je proti izhodisc¢u
koordinatnega sistema

b) v dani tocki prostora je velikost polja obratno sorazmerna oddalje-
nosti tocke od osi z, polje pa je usmerjeno pravokotno na os z v
smeri proti tej osi
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KRIVULJNI IN PLOSKOVNI INTEGRAL

/f(yc, y,2)ds = /f(x(t),y(t), 2(t)\/ 2+ y? + 22 dt

B
/de+Qdy+Rdz:i / (P2’ 4+ Qy' + R2') dt
C ta
C:r=(z(t),y . ta<t<tgp

//fxy, )dS = //f z(u,v),y(u,v), z(u,v))\/ EG — F? dudv

//dedz + Qdzdx + Rdxdy = //V - 7dS = + //(V,Fu, 7,) dudv

s D
(x(u,v),y(u,v), z(u,v)) , (u,v) €D

—

Pyt F =7 G=

Ty T
Stokesova formula / V- dr = / / rot V- 7dS

as S
Gaussova formula //\7 rdS = ///div dedydz

P
Greenova formula / Pdx + Qdy = / / @ — 8_ dxdy

— —
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1. Izracunaj krivuljni integral prve vrste /f(x, y,z)ds :

a) f=1 C:
b) f=vy C:
¢) f=V27+22 C:
d) f=1yl C:
e) f=val+y? C:
£) f=y c
g) f=(x2)? C
h) f=z+y C
i) f=arctg ¥ C

1) f=uzy C:

c a4y 422 =R?, 22 442 R?

c

y =% od (0,0) do (v/2,2) v ravnini z =0
y:m, z=0

2y 2=2d%, 0=y

(¢ +y°)* =a’(@* —y?) , 2=10

2 +yP=ar, z2=0

: lok parabole 4> = 2x , z = 3 med tockama

A(0,0,3) in B(4,v8,3)

I

|
w
v
o

4+ =R y=x,2>0,y >0, 2>0

: del Arhimedove spirale r = 2¢ znotraj kroga

z radijem V5 v ravnini Ty

r=tcost, y=tsint, z=1t,0<t <27
astroida va2 4+ /y2 = va? v ravnini zy

rob kvadrata |z|+|y|=a, a>0

. Koliksna je masa kardioide r = 2(14cos ) v ravnini xy, Ce je gostota

na enoto dolzine enaka p = 1/77

Koliksna je masa elipse 22 +y?> =1, z+y = 1, ¢e je gostota na

dolzinsko enoto enaka p = z/v/1+ 227

Poisci tezisce oboda sfericnega trikotnika

22+ 4+ P2=a , 2>0,y>0,2>0"!
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5. Izracunaj krivuljne integrale druge vrste:

a) /2xydx+x2dy

‘ C}: premica y = z/2 med A(0,0) in B(2,1)

Cy: parabola y = z?/4 med A(0,0) in B(2,1)

b) /a:dy

¢ C': daljica od tocke A(a,0) do tocke B(0,b)

c) /cosyd:v—sinxdy

‘ C': daljica od tocke A(2,—2) do tocke B(—2,2)

d) /xydx

¢ C': lok parabole = =y? od A(1,—1) do B(1,1)

e) /(x—l—y)dx—l—(x—y)dy

c
. 2 2 . . .
C': elipsa 73 +% =1 v nasprotni smeri urinega kazalca

f) /(w+y)i§iz(/y2—w)dy
c

C: 2% +y? = a® v nasprotni smeri urinega kazalca

g) /arctggdx —dy
¢ C': sklenjena krivulja od A(0,0) do B(1,1) po paraboli
y =22 inod B do A po premici z =y
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h) /(w2 +y?) dy

¢ C': cetverokotnik A(0,0), B(2,0), C(4,4), D(0,4) v
smeri A+ B—-C—=D—= A

i) /(y2 — 2%)dx + 2yz dy — 2%dz

o
C: krivulja x =t,y=t*,2=1t>, 0 <t <1 v smeri

narascajocega parametra

i) /ydx+zdy+xdz

C C e o = . .
C': en navoj vijacnice 7 = (acost,asint,bt) v smeri

narascajocega parametra

k) /(y2 — 28 dw + (22 — 2?) dy + (2% — y?) dz

¢ C': trikotnik z ogliséi A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) v

smeri A - B—-(C— A
1) /szdy

c
C': presecisce ploskev 22 +y* + 22 = a?, 22 + y* = ax

(z > 0) v nasprotni smeri urinega kazalca gledano
iz pozitivne osi x

m) /xyd:v—kyzdy—i—zxdz

o
C': polkroznica 2? +y?> + 22 =2Rx, z2=x, y >0 od

tocke A(0,0,0) do tocke B(R,0,R)

C: 7= (cost,sint, ), 0 <t <2
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0) /xdw—ydy

¢ C': sklenjena krivulja, ki je sestavljena iz ¢etrtine astro-

ide © = cos®t,y = sin®t v prvem kvadrantu in
odsekov na koordinatnih oseh z in y

p) /ydx—xdy—i—xzdz

C
C': presek polsfere 22 +y?> +22 =1, z > 0 z ravnino

r+y=1 od tocke (1,0,0) do tocke (0,1,0)

B B
. Prepricaj se, da je integral /P dr+Q dy oziroma /\7 dr’ neodvisen
A A

od integracijske poti in ga izracunaj:

a) P=e"cosy, Q =—e"siny A(0,0), B(1,m)

b) P=2y, Q=x* A(0,0), B(2,1)

c) P=515, Q=2p A(3,4), B(5,12)

d) P:%,Q:—y% A(1,2), B(2,1)

e) V=(z,y,—2) A(1,0,-3) , B(6,4,8)
f) V=sin(z+y+2)(1,1,1) A(0,0,0), B(%,z,T)
g) V=_(yz, 2z, xy) A(1,2,3), B(3,2,1)

. Izracunaj potencial danega vektorskega polja:

3

a) Vo= (B _gp3 g8 o8 2y
b) V=2%

c) V:m(yz,zx,xy)

d) V:(%’_%’Z"‘Si;x)

e) V=(l-j+t 245 -2
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f) dU = 4(z* — y*)(xdx — y dy)
g) dU:((;j:zl)lz —I—l‘)dw-l—(ﬁ—y%dy

. Naj bo C' sklenjena krivulja. Pokazi, da sta integrala enaka 0 za
poljubno odvedljivo funkcijo f :

a) /f(wy) (y dx + z dy)
C

b) /f(r)F~dF

. Izracunaj ploskovni integral prve vrste / / flz,y,2)dS :
s

a) f=a+y*+22 S: 2?+y*=R?*,0<z2<H

b) f=a%+y? S: povrsina telesa /22 +142 < 2 <1

c) f:m S:x4+y+z=1,2>0,y>0,2>0

d) f:ﬁ S+ +22=1,2>0

e) f=a%+9? S: 2t +y? + 22 =d?

By f=va2+y? S L4 =2 0<z<b

g) f=a+y*+22 S |z|+|yl+]z]=a, (a>0)

h) f==2 S: 24yt +22=1

i) f=|zyz] S: del paraboloida z = 2 4+ y?, ki ga odreze
ravnina z = 1

i) f=zy+yz+zx S: del ploskve z = /22 +y? znotraj valja
22 4+ y? = 2ax

k) f=uaxy S:z=2y,0<2<1,0<y<1

1) f=32 S: 2=+ +1,1<2<V2

m) f= 2% S: P2=a?+9y*,1<2<4
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10.

11.

12.

13.

14.

Dana je enacba ploskve. Izracunaj povrsino tistega dela ploskve, ki je
dolocen z neenacbami:

a) *4+yP=z , *+y*>2%,2>0
b) y=va2+22 | x4+2y<6

) 24+ +22=1, O<z<y<+3z,z2>0

Izracunaj maso parabolicne ploskve z = %(9{:2 +94?),0<2<1 ,ceje
povrsinska gostota p(z,y,z) = z !

Polsfera 22 +y? + 22 = a?, 2 > 0 je homogena, tj. povrsinska gostota
je konstantna= p. Izracunaj njen vztrajnostni moment okrog osi z !

Koliksna je povriina tistega dela valja 22 + y? = zv/2, ki lezi znotraj
sfere 22 4+ y?2 +22 =27

Izracunaj ploskovne integrale druge vrste:

a) //z drdy + x dzdx + xyz dzdy

S
S': cetrtina plasca valja v smeri stran od izhodisca
2

22+’ =4,0<2,0<y,0<z2<?2
b) //zdxdy
S

S': zunanja stran elipsoida ﬁ—; + 5 =1

b2
c) //xzdydz + y2dzdx + 22dxdy
s

S': zunanja stran polsfere x?> + 9>+ 22 =a%, 2 >0
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d) //(y—z)dydz+(z—x)dzdm+(x—y)dmdy
s

S': zunanja stran plasca stozca
2?4y =220<z2< H

e) //xdydz+ydzd:v+zdxdy
S

S': zunanja stran sfere z2 4 y? + 2% = a®

f) //xz dydz + xy dzdr + yz dedy
s

S': zunanja stran povrsine telesa
P+ <R, x>0,y>0,0<z2<H

g) //:zcz dydz + 22y dzdx + y*z dxdy

S

S': zunanja stran povrsine telesa
2492 <1,2>0,y>0,0<z<a%+?

h) //31: dydz + 3y dzdx + z dxdy

S
S: 2=9—22—9y*, 2>0

15. Izracunaj krivuljne integrale z uporabo Stokesove formule :

a) /(y+z)d:c+(z+x)dy+(x+y)d,z
c L . )

C: r=asin“t,y=asin2t, z=acos’t, 0 <t <7
pomoc¢: ugotovi lego te elipse v prostoru
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16.

17.

18.

19.

b) /(y—Z)dw+(z—ﬂf)dy+(ﬂf—y)dz
¢ : 2 2 2 : :

C': elipsa x* +y° = a°, x + 2z = a v nasprotni smeri
urinega kazalca, gledano iz pozitivne smeri osi x

c) /(y2—22)dx+(22—IQ)dy—i-(:Uz—y?)dz

c .. .
C': presek povrsine kocke 0 < z,y,2z < a 2z ravnino
rT+y+z= %a v smeri urinega kazalca, gledano

iz izhodisca

d) /xdw+(m+y)dy+(a:—l—y+z)dz

c
C: z=asint , y=acost , z=a(sint+ cost)

0<t<2rm

e) /dex + 22dy + 2%dz

¢ C': stranice trikotnika A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1)

vesmeri A—-B—>C—= A

Ravnine x =0,y =0, 2 =0, x+y+2z = a so mejne ploskve tetraedra.
Izracunaj pretok vektorskega polja V' iz tetraedra v smeri navzven :

T

a)V

Izracunaj pretok polja V = (22,42, 2%) v smeri zunanje normale skozi
sfero (x —a)*+ (y —b)*+ (z —¢)? = R? |

Dana je ploskev z enacbo z =1— 2?2+ 9?, 0 < z < 1. Izracunaj
pretok polja V' =7 v smeri proti izhodiséu skozi to ploskev !

Izracunaj integrale v nalogah 14 d), f) in g) =z uporabo Gaussove

formule !
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20. Uporabi Gaussovo formulo za izracun pretoka polja V skozi sklenjeno
ploskev S v smeri zunanje normale :

a) V= (254" 2% S: 2?4yt 4+ 22 =a

b) V= (22,12 22) S: Va2+y?<z<H

¢) V= (2212 2% S: povrsina kocke 0 < .9,z < a

d) V=r2F S: P4y 422=1

e) V= (xz% ya?, 2% S': povrsina telesa 22 + y? + 22 < 2z,

22+ y? > 22

21. Izracunaj pretok polja V skozi dano ploskev S'! Navodilo: uporabi
Gaussovo formulo za primerno izbrano zakljuc¢eno ploskev !

a) V=(22221% S:z=4—(2*4+y*),2>0

b) V=r S : trikotnik A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1)
¢) V=1ixr S:z=1-224+y?,0<z<1

d) V=r Silz|+ly|l+|z[=1

e) V=(1,23) S (=124 (y-2)2+(2-3)* =1, z+y+z > 6

22. Tezja naloga. Izracunaj pretok polja V = T% skozi dano ploskev S'!
Navodilo: uporabi Gaussovo formulo za telo, ki ima z majhno kroglico
izrezano koordinatno izhodisce, kjer polje V' ni definirano !

a) S: povrsina kocke [—a, al?
b) S: 2?4+ y*=(2—-1)%,0<z2<1

23. Dano je vektorsko polje V = (x,y,0). Koliksen je njegov pretok skozi
paraboloid z =4 — (2 +y?), z > 0 v smeri navzgor ?

a) Izra¢unaj pretok direktno s ploskovnim integralom

b) Uporabi Gaussovo formulo, saj je pretok skozi osnovni krog enak 0

24. Uporabi Gaussovo formulo za integral / / rot V- 7dS |

S
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25.

26.

27.

28.

Dokazi, da je pretok konstantnega vektorskega polja V = ¢ skozi po-
ljubno zaklju¢eno ploskev enak 0!

Z uporabo Greenove formule izracunaj integral

/(1 —Hydr +2(1+y*)dy , C: 2°+y* = R*v pozitivni smeri !

C

C' je sklenjena krivulja simetri¢na glede na izhodisce. S pomocjo Gre-
enove formule dokazi, da je integral

/(y:c3 + e¥) dx + (zy® + ze¥ — 2y) dy
c

enak 0 !

I = /(:r +y)dr — (z — y)°dy I z/(:r +y)*de — (z —y)*dy

AmB AnB

Izracunaj I; — I , ¢e je AmB daljica od A(0,0) do B(1,1) in AnB
del parabole y = 22> od A do B ! Uporabi Greenovo formulo !
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FUNKCIJE KOMPLEKSNE SPREMENLJIVKE

z=x+iy , z=x—1iy w=f(z)=u(z,y)+iv(r,y)

e = e"(cosy +isiny) Inz =1In|z| + i (argz + 2nm)
. iz_ ,—1z iz —iz
sinz = <=7 cosz = &HE—
7
zZ_,—=z z —z
shz = “—— chz = <&

: : chi - Qu — Qv v _ _Ou
Cauchy — Riemannovi enacbi : 52 = y 0 or = "oy
. z
Cauchyjeva formula : f(z0) = QLM / /() dz
Z— 20
C+

Izrek o residuih : /f(z) dz = 27riz res f(z)

Z=2Z4
C+ ZiEC
oo
/f(x) dx = 2mi E res f(2)
s Im(z;)>0 o
. . . - 1 . (n—1)
Residuum, pol stopnjen : zr:ezsof(z) = o1y le)nzlo(f(z)(z—z())n)
ez:1+z+§+§+...+%+... ‘Z‘<OO
sinz:z—g—?+§—--'+(—l)”%+'~- |z] < o0
coszzl—4—1—2—?—---4—(—1)"(;:;!—|—-~- |z| < o0
m(l42)=2-5 +2 —Z 4. 4 ()" 4 2] < 1
oo
(14 2)* = Z (z)z” l2| <1
n=0
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ANALITICNE FUNKCIJE

1. Nacrtaj krivulje v kompleksni ravnini:

a) z=1—it 0<t<2
b) z=cost+isint %Stﬁ%’r
c) z:t+§ —00<t<0
d) z=—t+iV/1 -1 ~1<t<0
e) z=i(t+1)? -1<t<2
f) z2=1+47 —00 <t < o0
g) {zlz[=Re(z+1)}
h) {22 = v2)

2. Nacrtaj krivulje za vrednosti konstante C' = —1, 0, %, 2:
2) {2 Re(l) = €'}
b) {z,Re(z?)=C}
c) {z,Im(z*)=C}
d) {7z, Im(})=C}

3. Poisci mnozice v kompleksni ravnini:

a) {z,1<Re(z)<2} e) {z,Im(2?) < -1}

b) {z,1<|z+4 <2} f) {z,224+22=1}

¢) {2, 2= <=} g) {2, 25— (47 —2-0}

d) {z, ]zl > |V3+ilm(z+i)|}  h) {75 <argz<% in Im(z)<1}
4. Funkcijam poisci realni in imaginarni del:

a) w=2>—1iz ¢) w:%\z

b) w=

ISEENY|
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10.

. Poisci enacbo krivulje v ravnini w=w + v, v katero preslika funkcija

w = f(z) dano krivuljo ravnine z =z +iy:

a) w= 2> premica v =1 f) w=1 ??+y*=Cx
b) w=z* premica y=1 g) w=1 y=Czx

¢) w= 2> premica r =y h) w=1 arg(z?) = —%
d) w=1 premica z=C 1) w=2242 x=-1

¢) w=1 premica y=0C

Katere izmed naslednjih funkcij so analiticne :

a) f(z)="1 c) f(z) =7

b) f(z) = B a) f(z) =2

Katere od funkcij so harmonicne :

a) u=2e*cosy c) u = arctg(zry)

b) u=a*+2z—1y>° d) u=zlny

Ali sta funkciji « in v konjugirana para harmoni¢nih funkcij ?

a) u=3(z*—1y? v =322y —y?
b) u= i V= g
d) u=e"cosy+1 v=e"siny + 1

Ali obstaja analiticna funkcija f = u 4+ v , za katero je :

a) u=er c) v=In(z?+y?) —2* +9°
222 — A2
b) U= Gy d) u==x

Poisci konjugirano harmonic¢no funkcijo :
a) u=z—y*+u ¢) v=arctg¥
b) u= d) u=uzy
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Poisci f(z), ce je f(z) =u+ v analiticna funkcija:
a) u=1" -y’ +5r+y— is

— 2 2 Y
b) v=3+2" -y — 52"y

c) v=In(z?+9y*) +z—2y

d) v=22(1-y)

e) u=e""Y cos(2zy) f(0)=1

f) u=e*(zrcosy+ysiny) f(0) =1

g) V=i fli) =1+
h) v=3z+2zy f(=i)=2

Doloci realne koeficiente a,b in ¢ tako, da bo funkcija
f(z) =z + ay + i(bx + cy) analiticna !

u(z,y) je harmoni¢na funkcija.
a) Alije f(x,y) = u*(z,y) harmoni¢na funkcija?
b) Kaksna mora biti funkcija f(u), da bo f(u(x,y)) harmoni¢na

funkcija?

Poiséi funkcijo f, za katero je u(z,y) harmonicna funkcija:

a) u=f(3)
b) u=f(a®+y?)

Poisci vse analiticne funkcije, katerih realni del je oblike g(x) + h(y) !

Funkcija f(z) = u(x,y) + iv(x,y) je analiticna. Pokazi, da se krivulji
u(z,y) = a in v(z,y) = b sekata pod pravim kotom !
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ELEMENTARNE FUNKCIJE

1. Izracunayj:

a

o, @ on

@

)
)
)
)
)
£)

)
)
i)
)

]

e =
ctg(§ —iln2)

th(In3 + 1)

1+
V2

In(2 — 3i)

In

1—2'

(u) 1+
V2
arcsin ¢

eln T+

sin(—1 + 217)

euev — eu—‘rv

€z+27ri — ¢

sin?z +cos?z =1

sinz = cos(§ — 2)

=

Q
~—— ~— =

sin(u + v) = sinw cos v + cos u sinv

sin(iz) = ishz

cos(iz) = chz

|sin z| = \/sin® z + sh?y

sinz =sinz

cos 2z = cos? z — sin? 2

,L"l

(=)

=2

cos(5 +1ln2)

‘sin(w +iln(2 + \/5))‘

z,u in v so poljubna kompleksna stevila. Dokazi:



3. Poiséi realni in imaginarni del funkeij sinz, cosz in ch(z —i)!

4. Zakatera kompleksna Stevila z je vrednost funkcije f(z) realno stevilo?
Za katere z je f(z) ¢isto imaginarno Stevilo?

5. Prepricaj se, da imata kompleksni enacbi
sinz =0
cosz =0

natanko iste resitve kot ustrezni realni enacbil

6. Resi enacbe:

) ltgz] =1

o

sinz +cosz = 2
sinz —cosz =1

shz—chz=2:

sh(iz) = —i

e +2e* —3=0

(@]

= D o,

= 09

4cosz+5=0
i) In(i—2)=1

sinz =3

=~ —i.

e+1=0
|672iz| =4

et =1

)
)
)
)
)
) cosz=2
)
)
)
)
L)
)

m
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INTEGRAL

1. Izracunaj /f(z) dz po krivulji C' od tocke z; do tocke z3:
C
a) f(z)=1+i—2z 21 =0, 20=1+41
C}: premica y==x
Cy: parabola y = 22

Cs: lomljena linija z; — 23 — 25, z3 =1

b) f(z)=22+22 =1, z=-1

C': polkroznica |z| =1, Imz >0

c) f(z)=¢€" 21=0, zg =7 —im
C': premica y = —x
d) f(z) = 2Im(z?) nn=1—1i, z=1+1

C': daljica z; — 29
e) f(z)= |7
Cli daljica21:0—>z2:2—z'

Cy: polkroznica |z| =2, Rez >0, 21 = —2i — 29 = 2i

22

2. Izracunaj integral analitiéne funkcije / f(z)dz :

21

a) f(z)=32+2z n=1-0 zp0=2+41
b) f(z)=zcosz 271=0 2=
c) f(z)=ze* 21 =1 29 =1
d) f(z)=(z—id)e? 2 =0 2o =1
e) f(z) = (2% —2)e’/? 21 =140 20=2i
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f) f(z) =cosz =45  H=T4i

g) flz)=22+1 a=1+i m=-1-i

h) f(z) = ze” 2=—1 23=1

i) f(z) =sinzcosz 71=0 =141

i) fle) = o a=1 z=i

k) f(e)=2 . Vi1 z21=1  z=-1 Imz>0
1) f(z)= anz n=1 z=i Imz >0

glavna veja logaritma
m) f(z) =1z n=1 z=i Imz >0

glavna veja logaritma

. Izracunaj integral / f(2) dz z uporabo Cauchyjeve formule! Smer

C

integracije je nasprotna smeri urinega kazalca.

a) f(z)222_62 C:lz—2|=1
e’

b) f(z)ZZQ—Gz C:|z—2|=3
eZ

) f) =55, C: |zl =1
eiz ‘

d) f(z)222+1 C: |lz—il=1
sin %° .

e) f(z):m C: lz—i|=2

¢ ~ sin(iz) o _y

) S = D) el =
622 ) )

g) )= 53— C:a?+y* =2
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LAURENT-OVA VRSTA

1. Pois¢i konvergencéno obmocje vrste E Ay .

a) an = (1+i)2" h) a, = Snl)
b Ay = emnzn i a, = €n(i2>_n
c) ap,= ()" j n2-n

n = =i,

3742
z+24)"

Ay =

— @)

(
an = (in+2)(z+1+1)"
a, = (

n 4+ 2i)z"

09 o,
SN~— ~— ~— ~—r ~— S~— S~—
S
3
| I
—~
3 ‘@.
~—
3
=
~— ~— = ~— ~— ~— ~—

a, = nl(iz)"

2. Poisci konvergenéno obmocje vrst:

0 X+ Y
b) 7i)l—i—m Y(z—243)" inzﬂl
SO DN
1) gn(z+1—i)” T Z:l -
SIOE RS E

n=0 n=1
f) i(—) ¥ f: 2o
g) I+ i 2"
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3. Funkcijo f(z) razvij v Taylorjevo vrsto okrog izhodis¢a in poiséi kon-
vergenc¢ni radij:

a) f(z) =5 e) f(z) = cos® %
b) f(2) = =5 f) f(z)=lmvi-2z
c) f(2) === g) f(z) =e*sinz
d) fl2) = =5 h) f(z) =tgz

4. Zapisi Taylorjevo vrsto funkcije f(z) v okolici tocke zy in doloci kon-
vergencni radij:

a) f(2) =15 2= 3i
b) f(z)=sin(2z 4+ 1) zo=—1
c) f(z)=¢€" 20 = i
d) f(z2)==zInz zo=1

V nalogah 5,6 in 7 dano funkcijo razstavi na parcialne ulomke in vsak
ulomek razvij v vrsto z uporabo geometrijske vrste.

5. Funkcijo f(z) razvij v Laurentovo vrsto v okolici vsake njene singularne
tocke in doloc¢i obmocje konvergence:

a) f(z)zz(zl_l) C) f(z):z%,_l
b) f(2) = = d) f(2) = 50

6. Poiséi Laurentovo vrsto funkcije f(z) na danem kolobarju:

2) S = 1< o] <o
b) f(z):z(zl_D <l 1] < oo
) 1) = s 1< sl <2
d) f(z)—(z2_4)2(22_1) 1< |2 <2
e) f(z):z22_1 l<|z42/<3
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7. Razvij funkcijo f(z) po potencah z-ja. Vrsta naj bo konvergentna na

10.

predpisanem kolobarju:

O e e
b) 5= gy
) 10= =53
) 6 = s
) 12) = ot
0 £ = s

2] < 2
2<|z| <3
3<|z] < o0
|z| < 1
1<z <2

2 < |z < o0

Uporabi binomsko formulo in zapisi nekaj clenov Laurentove vrste za

funkcijo f(z) = ﬁ

v okolici tocke zp =1 !

Poiscéi Laurentovo vrsto funkcije f(z) v okolici tocke zg:

a) f(z) =z
b) f(2) = i

1

c) f(z) = ze

1

d) flz) = =2t

Zapisi nekaj ¢lenov Laurentove vrste za
hodisca:

a) f(z) ="

b) f() =

c) flz)=%

d) f(z) = ZPex
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20 =T
20:—1
Zoz—i
Z()Zi

funkcijo f(z) v okolici iz-

e) f(Z) _ 1+§i)sz
) flz) =15
g) f(z) = Zz(ll,z)
h) f(z) = 2z%cos



SINGULARNE TOCKE IN UPORABA

a) f(z)=z"+42°

b) f(z) = sinz?

¢) f(z) = 22sinz

d) f(z) = (1+ cos2)?

e) f(z)=1-¢

f) f(x)=(z"+7")(1+e7)

g) f(z)=(*=1)In*z , glavna veja logaritma

. 2 =0 je ni¢la funkcije f(2z). Dolo¢i njeno stopnjo:

a) f(z)=2(¢" —1)

b) f(z)= (" =€) In(1 - 2)
¢) f(z) = 6sinz®+ 2°(2° - 6)
d) f(z) = e —cosz
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2) f(z)_z3+;n—zz—1 £) f(z)_z5—2;4+2z3
b) f(2) =1 §) ()= B0
) f(e) = et S CE
O IO = s ) ) = B2

e) f(z)= e

4. z =0 je singularna tocka funkcije f(z). Kaksnega tipa je?

2) 6= 2 f(z):e—jjtz—l
b) f(z):ilf g) f(z)zezl_1 212
Q) f5)= —— R
) f(z)=(12__(;’isr12;2 i) f(2)=etchs

B 3
2422 —eF—eF
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5. Kaksna singularnost je stevilo zy za funkcijo f(2) 7

2 1) = g =1
3.2 .
b) fz) = T 0 =2

sin?(7z)

6. Kaj je tockaoco za funkcijo f(z)?

2

a) f(z):5_2222 d) flz)=1—z+2?
b) f()= ¢) f(z)= e
o) f() =153 £) f(z)=e*+2:2—5

7. V singularnih tockah izracunaj residuume:

z cos 2
a) f(z) = (z 193z —2) 8) ﬂz)z@
_ 2+ B ch z
by = b JE) = e o)
¢) f(z):(ZQZ_i_l)Q i) f(z):z?’sinzl2
d) f(z)=;:. i) f(z):(z—l)Qsin;
_ e
¢) (O =55 k) f2) =1
) flz) = tgz
53
8. Izracunaj residuum funkcije —— v tocki 2 =0 !

1 — cos 22
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9. Izracunaj integral / f(z) dz z uporabo izreka o residuih! Smer inte-

C

gracije je nasprotna smeri urinega kazalca:

2) 1) = s C: |4 =5

b) f(z) = (ZQHZ;(Z_z) C: |2 =8

c) f<z>=(z_1)§(z+2) C: a3 +yd =33
D E O fmil=3

©) f(&)= g O || =

) f(2) = 2*sin C: el =

§) F)= o C: Jsl =

h) f(z):z4+;;+1 C: |lz—i|=1

i) f(z)_zfz_zl C: a2+ =2
i) fz) = (S;iﬁgg C: Z4y?=1
k) f(2)=(z+1)e= C: |z|=1

1) f(z) = tgz C: |z =2

m) f(z) = lig C:lzmil=3

— H] —



10. Izracunaj doloceni integral / f(z) dx :

W) 10 = ) 1) = 1o
b) f<x>:<x2+4§+13>2 £ f(m):%
) 1) = Gy 8) fla)= o
4) fl=) = (x2+a2)1(:1:2—|—b2) SRCREES

11. Izracunaj doloceni integral / f(z) dx :
0

1 T sinx
a) f()zm d) f(>_x27+1
b) f(z)= CEE e) flz)= (22 4+ 1)(22 + 4)
) J@)= T D) 1@ = Gy

12. Izracunaj doloceni integral / fle)dy :

0

a) f(@-m d) f(¢):2+cos<p
_ _cosp o
b) F@) =5 ns ©) )= 3 T0cos2p
1
¢) flo)= 1 — 2acos p + a?
O0<ax<xl1
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KONFORMNE PRESLIKAVE

a) zn1=—-1—i = wy=—-1—4 in 2=3-2i— wy=23i
b) z21=142i — wy=1+2i in  29=1 — Wy = —1

c) z1=24+1i — w =4-3i in z=1—91 = wy=1-—1

. Poisci linearno preslikavo w = az + b, ki preslika trikotnik z oglisci
21=0 , z2=1 , 23 =1 na podoben trikotnik z oglis¢i w; =0 ,
Wy = 2 , W3 = 1414 !

. Poiséi preslikavo w = az + b, ki preslika obmocje {z,3 <Rez <5}
na obmocje {w, 0 < Rew <1 }!

. Kaj je slika kroga 2% + 9% — 22 < 0 s preslikavo w = 3z +i?

. Kaksni geometrijski operaciji predstavljata preslikavi w = 14z in
w = %z ?
. Poisci preslikavo w = Zjifl , ki preslika tocke z; , 2o in 23 v tocke
wy , Wy in ws:
a) z1=—1 zm=i z=14i w1 =0 we=2i w3=1—1
b) z1=—-1 2zy=00 23=1 Wy =00 Wy=1 w3=1
c) z1=—1 zz=00 23=1 w =0 wy=o00 wz=1
d) zn1=—1 2=0 2z3=1 w=1 wy=1 w3=-—1

.V katerih tockah ravnine preslikava w = f(z) ni konformna:
a) flz)=z+1
b) f(z)=2%+3z
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8. Poisci sliko obmoéja D s preslikavo w = %

a) D:{z,argz:g}

b) D={z,|2|=2 in §<argz<m}
c) D={z,-2<Imz< -1 in Rez=0}
d) D={z,|z—-1]<1}

9. Poisci sliko danega obmodja s preslikavo w = f(2):

— z=t — z2—1
a)w_z-i-i b)w_ z
141z _ 1l—az
C>w_ Z+1 d>w_ zZ—1
Yy Yy
—1 1
l l x
| |
| " |
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e)w=(1-1)z

— 62 —

f)w= 122
-1 1
_ 1
300‘\,
J)’UJ = zjl




10. Poiséi sliko obmocja

11.

12.

13.

{z,1<|2/<2 in §<argz <7}

s preslikavo w = 22!

Poisci sliko obmocja
{z, § <argz< %}

s preslikavo w = 23!

Poisci enacbo krivulje v ravnini (w) , ki je slika dane daljice oz. premice
ravnine (z) s preslikavo w = e*:

a) daljica z=A,0<y<2nm
b) premica y=B, —00 <z < 0
Preslikavo prikazi graficno za vrednosti konstant

_ 3 : _ 2r 3w
A—an,O,l m B_O’?77'

Poiséi sliko dane mnozice v ravnini (z) s preslikavo w = sin z:
a) daljica {z,y=C in —r<zx<7}

b) obmocje {z, =5 <z <7 in y>0}

s
2
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14. Poisci sliko obmocja D s preslikavo w = f(z):

a) w=e* D:z<0in 0<y<?

b) w=e"" D:0<z<1

c) w=1+Inz D:1<|z|]<e in O0<argz<e
d) w= gzliz D : prvi kvadrant
e)w:(iizj&)Q D:0<xr<ooin 0<y<m
f) w:(j—jr;)Q D:|z2/<1in >0

g) w= 8z D:g<x<i

h) w=In ;j D : krog skozi tocke —1, 1, v/3i

15. Poisci funkcijo w = f(z), ki preslika kot med poltrakoma
. 371 . . T
nn=(1—-d)+tez ;t>0 in z=(1—1)+tes ,t>0
v prvi kvadrant!
16. Poisci funkcijo w = f(z), ki preslika obmogje
{z,0<argz< 7}
v cetrti kvadrant!

17. Premici z; = t+ai in 2y = b+ti (—oo < t < 0o, a=konst, b=konst )
se sekata pod pravim kotom. Prepricaj se, da se njuni sliki s preslikavo
w = z? tudi sekata pod pravim kotom!
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RESITVE

Diferencialna geometrija

l.a) P=(1—t,5-3t,3—4t) , 0<t<l1
b) 7= (t,t*1) , —oo<t<o0
c) 7= (2cost,2sint,2sint +2cost) , 0<t<2rw
d) 7= (t,t,v1-282) , 0<t< 5
e) ﬁlz(%cost,gsint,R§) , 0<t<2r

FZZ(tJi\/RTZ_t27R§) ) _ggtgg
f) fi=(R-4, £t/1- (L2, 1) , 0<t<R

» = (Rsin’t, Rsintcost, Rcost) , 0<t<m

!

<

75 = (£(1 4 cost), Esint, Ry/2(1 —cost)) , 0<t<2rm

2. a) 99+1n10 h) V3(et — 1)
b) 5 i) 5
c) a® i) 12
d) V9 + 4?2 k) zv2
e) In(2+/3) 1) 2(1+1Inv3)
£) % m) 42
g) aln(l++2) =alntg(3r)
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10.

S S

bs

a) 7= (acos

)

V3 V3

4
c) F:(3Sin§,3cosf,27r il

5 _5)

presek ravnine x + z = a in sfere (z — §)*+3* + (2 —5)* =%

7= (cosg, sinp, 1 —cosy — sin @)
2e+y—2z=-1
R
b) 14+1-F=y—1=232
z+1 _ y—13 z
c) Hr=tg"=3
_y—4 __ z2-8
d) r-2=147 =5
x74 _ 43
o) Bty 1
f):zc—lzy—lz'g;1
g) %:%:Z:f
h) 2=2—2,y=-2
)

T2(47 _gv 2)
7_1) ) TZ(_

¢) T(In2,4,4)

11 _L)
3297 27
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Vi "NVeErr Ve
b) 7= (1+ i)(cosln(l + i), sin In(

1+ -2, 1)

V3

a2—02

ar —cz =
THy+V2z=5+4

2 + 3y + 62 = 37
r+4y+ 12z =144
Prtty+z=8+L 18
r+y+22=4
r+3y—z=3
r—2z=0

122 — 4y + 32 = 12
T+y—v22=4

r—y=0



11. 4
12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.

, 0<u<2r, 0<v<H

0<v<2r, 05 u<o0

c) 7= (u,u*,v) , —oco<u<oo, —00<V< 00
d) 7= (u,v,u) , —co<u<oo, —00< V<00
a) z= ngyz

b) 2= 2,

c) +yi+222=d> , (2>0)

a) zgornja polsfera s sredis¢em v izhodiscu z radijem a
b) ploskev ima obliko gladkih spiralnih stopnic

c) ravnina zy

d) ravnina zy

e) plasc valja z visino H in radijem 1

f) zleb postavljen na pozitivni del osi y

= arccos ?

p=73

a) o=3

s? = a*du® + (b — a cosu)*dv?

5?2 = (1 + 4u?)du?® + dv?
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20.
21.
22.

23.

24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

SIE RN

kroznica z? +¢y* =2, z=1

a) r+y—2z=0
b) 2z +4y—2=5

rT—y+2z2=7

c 2

o,

@

—

)
)
) r+y—4z=
)
)

g

h) 3z — 3y +22 =

i) —2z+12y+2=18

premica 7= (0,v,2)

T—Y+2z2=2vHD

2e+y—2=2
A(4,-2,0)
r+y+z=3
T ) d=

r+4y 4+ 62z = +£21

wly N

3z + 4y + 122 = 169

x+ 11y + 5z = 18
20 +y+ 112 =25

B(—4,2,0)

a2+b2+02

— 68 —

2 4 —1
1yl _ =27F
T 1—_1 5
T _ Y _ 2z
3T 4 12
_ o _ z—1
r—2=y—2=%=
1 — Y=2 __ 241
r—1=57=%
z—1 __ _ _ z—2
=y —1=
3 _ T
o5 _ —§:Z V3
3 —V3 2
3 _



Integrali s parametrom

4. a) cost;cosx

b) 2In(1 + 2?)

5sin z® —4 sin *
c) SRE_SSRT

22

d) 2re%" — e~ _ /yze_"’“"y2 dy

xT

e) (2 + ;=) sin(br +2?) — (£ + m%x) sin(ax + %)

x b+x
f) —%e’yz
5. (n—1)f(x)
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11.

14.

a) a=—%,b=4

b) a=0.934, b=0.427

g(x) =1

a) minimum pri y = 2
b) maximum pri x = In2

¢) maximum pri z =0

1+b

a) arcctgy 15. a) In{f

b) marcsina b) ™V

c) 5In(l+a) c) 16?:7/%5

d) marcsina d) In?

e) $In(1+a) e) arctg® — arctg %
—1)"n!

£) In(1+ a) f) S
T+2

g) tln(l+a) g) &

h) 3lng h) Gaye
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Dvojni integral

1 2 2 \/m
1. a) /dx fdy = /dy / fdx
-1 2 0 o
Vita?
/dx/fdy —l—/dx/fdy +/d:1:/fdy
Vo—a? Vo—aZ?
2 2% 3 6w 3y 4 6y

c) /da: fdy + /dx fdy = /dy fdr + /dy fdx

0o oz 2 @ 0 3

1 y V2 V2-y? 0 V2—22 1 V=22
d) /dy/fdx—i—/dy / fdx :/dx/fdy+/dx/fdy

0 —y 1 —\/ﬁ -1 —z 0 x

1 V1-a2? 1 V1=
) /dx/fdy = /dy/fdx

0 0 0 0

14y 11—y

1 1-2 0
f) /da:/fdy = /dy fdxr + /dy fdx
0 a-1 10 0o 0
V2 4-a? 2 VY 4 Vi—y
/dx/fdy = /dy/fdx + /dy/fdx
VC R 0 -vp 2 iy

2

(SIS
o

< [0

1 2 2 2 1 2 2
h) /daz fdy + /daz fdy = /dy fdr + /dy fdx
0 z 1 0 y 1 y
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m—arcsiny

o fu T ems

arcsiny

s Vi

b) /dy/f(l‘,y)dﬂf
0 13
/dy/fxyda:—l—/dy/facy

—Iny

0 V1—z2

d)/dx/ mydy+/dx/fxy
“1 0

= arccos Yy

/dy/fa:ydac—l—/dy / flz,y) d

—= arccos Yy

/dy / flz,y)d
0
R/V2 /R2 —y2

g) /dy / fz,y)d
0 Yy
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oot

wN

In2

Lk

1
6

s

6

1 2
3T e
1

3

14a*
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2 1
. a) /dgp /der
0 0

3 1
b) /dgp /rfdr
0 0
bl 1
c) /dgp / rfdr
0 1/( )

cos p+sin ¢
I 2y/cos 2¢
d) /dgp / rfdr
0 V6 cos @



—,(p>1)

SH

k|

2mab
3

c)

k) 1—1Invy2

6. a) £In2

<
o — —
I
© k k& ==
~~ —~ —~ —~
ool
CIEIIS
—~ —~
Q o i e
I~

10. a) 3

Ja?

us
4

b) (2+

k<

11. P = 16a?

16 .3

V:
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14. a) 14

12. V =47/3

b) 36

c) 8w

NG
1)

h
15. T

©

(2]
f_b 3ley 2 S
9 S S|n 572
< Rl ™ 0 <fln
—~ —~ —~ —~ —~

Trojni integral

2. a) 12

110
b) 2e—5

c)

:)

b) $(In2—

—

180

Ao
E|—

A7\/2




2481
15
480

2w

g)

)

4 4 4
3m? 3w’ 3w

9. T(

&

[52]
%l

)

—

_
&
=

= T ;v ko
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Teorija polja

1. a) stozci z = Cv/x? + 32 17. ¢) 0
b) hiperboli¢ni valji zy = C d) 6xyz
¢) ravnine (@ — Cb) -7 =0 e) 1
d) stozci z =22+ y2sinC  18. a) (0,0, 3y)
2. u=0 naosi x b) (—y,2z,0)
u =1 na ravninah z = +ux c) —2(z,x,y)
_ . 2_ 6.2, .92
uf 2' na 2StO2ZC11 22,235 +y d) (-2,-1,9)
3. elipsoid *5i= + 55 =1 e) (0,-1,-2)
5. gradu(A) = (3, -2, —6) £) (—16,—-9,0)
gradu(B) = T7i 19. a) V =Lgrad(a® + 4+ 2* + O)
gradu =0 v T(=2,1,1) b) V = grad(zy? + 2*z + C)
6. a) ploskev 2? = zy . :
¢) ni pot. polje
b) premica x =y =z . i
d) ni pot. polje
7. ¢ = arccos —5 7 WEE 2 o
. u=zxyz—x+y+22+C ¢) Q—gra (55-5+0)
9. nasferi r=1 2. a) 3
1 b) —
12. L (=2,4,—-4) "
/
13. ravnina y+2 =0 c) rf'(r) +3f(r)
: 9 B
1 i-b
b) L e) a
c) & f) (1)
d) 5 g) ;(-y,z,0)
e) ? h) 0()
. f/7' — —
£) % i) L2 Pxa
15. ravnina x4y + 2z =0 j) axb
16. 220 k) @x7
17. a) 0 1) 3rd— %7
b) 6(z+ 2) m) 0
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21. n) 1072 22. f(r) :%
0) 0 23. f(r)=5%
p) f'(r)+2f(r) 24. f(r)=15
q) 2a 26. V = (yz,222,0) + grad u
r) (f(r)+ 2 f /()7 u je poljubno skalarno polje

1.a) 2 5.a) I} =4
b) Za? Ir=4
ab
c) 4ma? b) &
d) (4-2v2)a? c) —2sin2
5 d) 3
e) 2a 5
£y 2 e) 0
3\[ f) —2x
V2 D5
&) R g) 11
h) V2R? h) %2
i) 1 i) L
j) 88.1 j) —ma?
k) 4va” k) —2
1) 0 1) 0
m) (i + ™2)R
2. 2m Il) 6
3. 2w 0) 0
4 T3z 50 50) P) —3
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qEs
|~
~—~
< g 5. -
i S Ty &
o o0 LHFA'_WA.G 00413 kld o <f
< Q O = o0 [ e} o T D]
o — N o <
— N = o
@)
A(V
<t
N
—<
FANEECIS
>
& o+ +
< QR
%C w1|,_|2
—a —
T E
e g 9
‘I_* ) | & =
o el . 1 | |
I <+ 8 oc | 0 o D D D D
e N N N N e T T T N NN
[V e] o T O ) © Q9 o T
© -

)

R+T

f) R2H(

W

+

e) U=z—7

9.

™
S
—~
Q
(o]

S g % % H RS,

WT/. < ol Kk da 4a + %TH 4a E o
L R N R B ISR ] S S i -
w g & o o T s 2ad® | 5 o oo o

Yo © ~ 0 O
— — — —

@)

A(V

Sde

|

[a]

Ll
CA(V)

I
FALE
)A(Vl N
1 )
b R B i
~—~ o
TE g S 9 S T 9 1 g
/|\.|.nH n ~ _4 0
— <+ o 38 wo 8 ¥ | m k
1 < + = s 8 g , I
& _ﬁ E Ok v I E 275
UU 2”.\ W8,32,320H M o /Ow\w
e e T e T T N N e N T T N NI N T
B 2 O T O = v g - s M — &
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21. a) 4rw 22. a) 4w

b) 2 b) 27

¢) 0 23. 167

d) 4 24. 0

e) 2mV/3 26. ZR!

28. 3
Analiti¢cne funkcije
l.a 1.b
Y Y

7 R
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1.f

l.g

v
/N

— &1 —

5 )
(N







3.g

o
I AL
N [ S
| . -« ™ @)
- 2 o = = < |
oo oy
[a\] [a\]

Yo

D M

_ N

3 8

o

| > B W2y

[2p] Qx 2_2|T 2%T =
8 o als Iy 8
[T _ Il I
3 ) 3 > 3 >
— — —~

< Q0 (&}

<f

— &3 —



da

ne

ne

da

da

da

ne

ne

ne

da

ne

da

ne

da

da

ne

10.

11.

12.

13.

14.

15.
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a) v=2axy+y+C

b) v=mis+ 0
c) u=InyzZ+y2+C
d) v:yQ?Z

a) 22+ (5b—i)z— L+ (i
b) 5 +iz2+3i+C
¢) 2ilnz—(2—49)z+C

d) 2iz—22+C

a) ne

b) f(u)=au+b

a) f(t) =aarctgt+b

b) f(t) =alnt+b

u=a(@®—y*) +bx+cy+d



Elementarne funkcije

1.

a

o o

o,

= @

)
)
)
)
)
)
)
)

g
h

—e

fu— = [S—

= o T o B B
S N N T N N N N N N N~ ~—~~

wn

-+

V5 =)
8+15¢
17

40+9¢
41

8n+1, -

st

In V13 4 i(2nm — arctg 3)
2nm

e

(%)G(Qn-&-%)w

2nm +iln(v/2 + 1)
(2n+ )7 +iln(v/2 - 1)
~7

—3.17 4 1.96i

67(2n+%)7r

e(2n+ % )
1
7

>

2
e\/§(2n+1)7ri

€—2n7r

Inv2+ %m’
ith 3

cose + isine

sinz =sinzchy +icosxshy
cosz = cosxchy —isinzshy

ch(z — i) = chaxcos(y — 1)+

ishzsin(y — 1)

= 0
~— — — S ~—

—

[— N .

Im f(z +nmi) =0

Re f(z + (n+ 3)mi) =0
Im f((n+ 3)7 +1iy) =0
Im f(z) =0

Re f(nm+1y) =0

Im f(x +nmi) =0

Im f(iy) =0

Re f(z + (n+ 3)mi) =0
Im f(nm+iy) =0

Im f(x) =0

Re f((n+ 3)m +1iy) =0
2l 4+ gy

Sntly +iln(v2+1)

78njl7r +iln 7\/@2”/5
8n—3
4
—In2 4

dn—1
2

W—iln@

2nmi
In3+i(2n+1)w
o2nm £ i1n(2 + v/3)
(2n+1)r+iln2
—e+1

dntly +n(3 £ /8)

dn—1
2

Tz +1ln2

+/mr(l +4)

i)



Integral

=

o,
~— ~—  ~—

(@]

e o on

@

—1.38 = 0.3¢
0.46 — 0.16¢
2.36 + 1.444
—1—ishl
—2—-2

0

0.64 + 0.82¢
—3.06 + 0.76¢
2—2

4

64

Gl
8
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wly
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mshl
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Laurentova vrsta

e R = Y T o -] ol TR TR = a0 = B S O B o P e I & 2 < )
N N T S N N N N S N e e e T T N N N N

ol < &
|z| <1

lz| < V2
C

|z| <2

|2l < 3
2| > V2
|z 41 >e
|z| > e

|z —2—1i] > %
|2+ 2] > 3

—_
I\
N
N

L 1) |z+1+4idl <1

—iz+ 23 4+i2% — 2T — i+

2 4 6
1+3(5+5+5+)

o0

Z (z—3i)™
(1—3)n+1

n=0

—sinl+2cosl(z+1)+ 2%sin1

2!
)

D

n=0

(z—l)—i—i

n=2

(1

n(n—1)

(z—1)"
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m) |z] <1
n) z=0
2.a) b<|z+2i] <6
b) 0<|z—2+i<1
c) 2< |z <4
d)
e) 1<z <2
f) |z+1]>2
g) 0<z] <1
R=2
R=1
R=1
R=1
R =00
R=2
R = o0
R=7%
|z — 3i| < /10
(1) = E5PH e+ 1) =+ R = 00
R = o0
lz—1] <1



z1=0 — Z Z"
n=-—1

w=1 Y ()1

n=-—1
2 = 0 Z ( 1)n+1zn
n=-—1

29 = —1 — > (z+1)"
n=—1

a=i Y @ G-
n=-—1

29 = —1 Y (F)(z+9)
n=-—1

2'1:1 Zil—Z(Z—l)n

n=0
29 =2 ZiQ + Z (=D)"(z—2)"
n=0

> e

n=2

>

n=2

> 5

n=1

% Z -T 7 12 Z i
Zl z+2 ZO g—:‘?‘l

— &8 —

0<lzl <1

0<|z—1] <1

0<|z| <1

0<l|z+1]<1

0<|z—i] <2

0<|z+41 <2

0<]z—1] <1

0<l]z—2|<1



10.

n=0
00 L [e's] 00
2"~ 2"
DI D N e) >
n=1 n=0 n=

n=0

1 1

z+1 (241)2

(z+2)+(1—14)+ Zl ((n-il-l)! - ﬁ)(zji)n
1—1 7 1

(Z o Z) + (z—1) o (n=1)! (z—i)™

1 1 1 1 z 22
iR R T TR
84,2z 1 1 1 L
At g tagto ezt
2 1 1 22 24

ERE T

1 1_|_L_£_|_£_...

) 31 41 T

T2k

S+i+l+z4+22+2+--

2 1, 1 _ 1 1.
gtz T At e
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Singularne tocke in uporaba

1. a) 0 2.stopnje 4.
+21¢ 1. 7
b) 0 2. 7
+nr L7
c) 0 3.7
nm 1. 7
d) 2n+1)r 6. 7
e) 2nmi 1. 7
£) 4w 2.7
(2n+1)m 1. 7
g) 1 3. 7
—1 1. 7
2. a) 4. stopnje
b) 2. 7 5.
c) 15. 7
d) 1. 7
3. a) —1 pol2. stopnje 6.
1 pol 1. stopnje
b) 0  pol 3. stopnje
c) 0  Dbistv. sing. tocka
d) % pol 1. stopnje
% poli 2. stopnje
e) —2 Dbistv. sing. tocka
f) 0  pol 2. stopnje
1+4 polal. stopnje
g) ¢  bistv. sing. tocka
—i  pol 1. stopnje
h) 0  pol 4. stopnje
—1 pol 1. stopnje
i) 0  odpravljiva sing.
QL;IW poli 1. stopnje
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odpravljiva singularnost
pol 3. stopnje

pol 1.
pol 1.
pol 4.
odpravljiva singularnost
pol 2. stopnje

pol 2.

bistv. sing tocka

pol 2. stopnje

W

pol 1.

regularna tocka
regularna tocka
nicla 2. stopnje
pol 2. stopnje
bistv. sing tocka

pol 2. stopnje
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i
£ g
@« wn
™
& g
o
a2l
3| 3
& =
~—~ —
80 o
—
_
I =t
—~ O
- _
in |
l%l?u —~
Sl o kI
wn »n wn
(D) <5} (D)
— — —
—~
“ B0

T} Ne]

j) res(0) =
k) res(0)

e—1

2e—1)
12¢2

™

i
B~ | ? e
N &
o ] k OLFV &R
— P N i N N N SN
S < Q o T (D)
™~
—
teS
=
!
~ (@)
K F + :
— | ™, ~ =
| o & 2.272 ZPH
S of YOST R T e E
oo | I & & o> | okl

e N N N N N N N e N N N N

N I QO O T O gh.l.]k.l.m

0 o
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Konformne preslikave

1. a) w=iz—2

b) w=(2+1i)z+ (1—3i)

¢) w= LBy 4 14
w=(14+1)(1-=2)
w= %32

(u—32%+(@w—-1%2<9

AT o B

w1 je vrtenje za 90° okrog izhodisca

wo je vrtenje za 45° okrog izhodisca

8.a

609 u

DN |-

— 092 —

—2iz-2i
6. a) w= 5=
izk2+i
b) w==52
C) w = (1—i)2(z+1)
d) w=Z=,
7. a) &£
b) i
8. b
v
-3
k\\‘f‘f’" i
8.d




a

9.d

ah

C




9.k

9.h

60°;
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S 3
q
I
3
)
2
U Q
o
/a,u.
< Q
— a o~
— — -
L8] < C
26 hC
2__
b
IT
[a]
— 3
) 3
> <
[~p] [%]
] ) f& )

10
12. a
13.a



14. a 14.b

14.c 14.d

14.e 14.f
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14.g

14.h

4mi/3

15, w=—(z—1+1)? 16. w = —iz?
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