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(a) Poiscite tangentno ravnino ploskve

v tocki T (2,2, 2).

(b) Poiscite tocko na krivulji
- . 9
7(t) = <281nt +2, 4 —2cos(2t), 3 \/§COSt> :

v kateri je tangentna premica pravokotna na ravnino

20 + 4y + z = 14.

Resitev.

(a) Za dolocitev parametrov u,v v tocki T7'(2,2,2) dobimo sistem enacb

1 3
Sii=2 —+2=2 w=2
v U 2

ki ima resitev v = v = £v/2. Normalo tangentne ravnine dobimo na slede¢

nacin
1 2
Tu(u,v) = (;,— 3,1))
Ty (u, v) = (— UQ,O,u>

=7, (£ V2, £V2) xr,(£V2,£V2) = (—1,—2,-%) ~(2,4,1)

Torej se tangentna ravnina glasi 2x + 4y + z = d, kjer d poracunamo z vstavlja-
njem tocke 7'(2,2,2) in dobimo 2z + 4y + z = 14.

(b) Pora¢unajmo si najprej tangentni vektor:

F(t) = (2 cost, 4sin(2t), v/3sin t) :



Ker mora biti tangentna premica pravokotna na ravnino, pomeni, da mora biti
tangentni vektor vzporeden normali ravnine. Torej mora veljati

(2 cost, 4sin(2¢), v/3sin t) — k(2,4,1)
oziroma dobimo sistem enacb
2cost =2k, 4sin(2t) =4k, /3sint = k.

Kakorkoli pogledamo na ta sistem (recimo, da najprej zdelimo zadnjo in prvo
enacbo ali da najprej enac¢imo drugi dve enacbi, kjer upostevamo sin(2t) =
2sint cost), dobimo resitev ¢ = ¢. Iskano tocko dobimo seveda tako, da sedaj
to vstavimo v zacetno parametrizacijo, kar nam da tocko 7'(3, 3, 3).

2. Vzemimo krivuljni integral
/ (yz + 32*)dx + (vz — 2z + arctan x)dy + (vy — y)d=.
c

(a) Ali je omenjen integral neodvisen od poti?

(b) Izracunajte omenjen integral za primer, ko je krivulja C' daljica od tocke A(1, —1, —2)
do tocke B(3,—1,1).

Resitev.

(a) Vemo, da je krivuljni integral | o V -di neodvisen od poti natanko tedaj, ko velja

rot V =0. Iz
rot(yz + 32% 2z — 2z + arctanz, vy —y) = (r — 2,y —y, 2 + 52 —2)#0
x
tako sklepamo, da na$ integral NI neodvisen od poti.
(b) Parametrizirajmo daljico:

z(t) =1+ B -1)t=1+2t, z(t) =2
yt)==1+ (=14 1)t = -1, gt)=0
2(t) = -2+ (1+2)t = -2+ 3¢, 2(t) =3

kjer je 0 <t < 1. Tako se nam iskani integral prevede do

1 1
..:/ ((2—3t+3(1+2t)2)2+(—2t)3>dt:/ (242 + 12t +10)dt = ... = 24.
0 0



3. S pomocjo Gaussove formule izracunajte pretok vektorskega polja

V= (zy + €* cosz, 3y” + arctan(z®2%), —2yz + €’ sinx)

skozi zakljuceno ploskev, ki je rob telesa, dolocenega z neenac¢bami
ZZ\/W, 2<6— (2 +y?), y>0.
Resitev. Zara(_ii Gaussove formule si poracunajmo najprej divergenco nasega vek-
torskega polja V:
divV = y —e“sinx 4+ 6y — 2y + e” sinx = Hy.
Telo, doloceno z zgornjimi neenacbami, se v cilindricnih koordinatah opise z
z >, z§6—r2, 0<p<m.

Projekcija nasega telesa na xy-ravnino je krog z radijem, ki je reSitev enacbe r =
6 — 12, torej (r + 3)(r — 2) = 0 oziroma r = 2. Tako s pomoc¢jo Gaussove formule
dobimo, da je iskani pretok vektorskega polja V' enak

s 2 6—1r2 ™ 2
/ dgo/ dr/ 57“sin<prdz:/ singpd@/ 57%(6 — r* — 1) dr = ... = 56.
0 0 r 0 0

4. Razvijte funkcijo
21z + 52

A A
v Laurentovo vrsto na kolobarju 4 < |z| < 13.

Resitev. S pomocjo parcialnih ulomkov

21z + 52 21z + 52 A B A(z+13)+ B(z —4)

21 0:-52 (42413 -4 z+13  (r-4)(=+13)

dobimo po resitvi sistema enacb A + B = 21 in 134 — 4B = 52, da velja A = 8 in

B = 13 oziroma
21z + 52 8 13

249252 z—4+ 2413
Nato pa glede na dano obmocje dalje predelamo:

212452 8 18 8 13 3
2492-52 z—4 z+13  2(1-%)  13(1-(-%))

e & 92n+3 o0 (_1)71271

:§§(§)n+§;(—%>nzz o

n=0 n=0




5. Izracunajte kompleksni integral

27
il =2 22(2% +4)

kjer je integracija v pozitivni smeri.

Resitev. Singularnosti nase funkcije % so z = 0, ki je pol druge stopnje, in
z = +2i, ki sta pola prve stopnje. Znotraj integracijskega obmocja |z — (—i)| = 2 sta
pale 2 =0 in z = —2i. Poracunajmo si residuuma v teh dveh singularnostih:

8 8 ' —162
Res, g ———— = lim ([ ——— | = lim — ——— =0,
072022 1 4) zlfé<<z2+4)) 0 (22 + 4)2
8 . 8 8 i

Rese—2 ey =N e —o ~ Tacm) — 2

Iskani integral tako dobimo

8 8 8
—— _dr=2mi|Res,.o———— + Res,__9 ———— | =
/|| 22 ) 7”( I ERT 2z2<z2+4>>

:27ri(0—%):71



