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1. Podana je krivulja

—

7(t) = (—sint + cost, — cost — sint, —t).

(a) Izrac¢unajte dolzino loka krivulje 7(¢) med tockama T4 (1, —1,0) in To(—1, 1, 7).
(b) Poiscite naravno parametrizacijo krivulje 7(¢).

(c) Dolocite enacbo normalne ravnine na krivuljo 7(t) v tocki T5(—1, -1, 7).

Resitev.

(a) Takoj vidimo, da sta tocki 77 in T, dosezeni pri ¢ = 0 oziroma t = —.
Racunajmo

F(t) = (—cost —sint,sint — cost, —1)

ds = \/i2 + 92 + i2dt = \/(—cost —sint)? + (sint — cost)? + (—1)2dt =
=..=V3adt

sz/_imt:@r

(b) Kot v tocki (a) dobimo ds = v/3dt in po integriranju tako s = /3t oziroma
t= \/ig Iskana naravna parametrizacija se tako glasi

s) ( s N 5 s s s)
7(s) = | —sin —= + cos —, — coS —= — sin —=, — ——
V3 V3 V3 V3 V3

(c) Takoj se vidi, da je tocka T3 dosezena pri t = 7. Vemo, da je normala normalne

ravnine enaka tangentnemu vektorju 7(¢). Tako dobimo

ii=(5) = (~1,1,-1).

Enacba iskane normalne ravnine se tako glasi —x+y—2z = d, kjer d pora¢cunamo

z vstavljanjem tocke T3. Dobimo d = 7 oziroma

+ T
—x —z=—.
Y 2



2. Izracunajte ploscino lika, omejenega s krivuljo
$2 — ($2 4 y2)2_

Namig: Uvedite polarne koordinate.

Resitev. Po uvedbi polarnih koordinat x = rcosp, y = rsiny se nasa enacha
krivulje prevede do 2 cos? p = r* oziroma r* = cos? . Ce sedaj to enacbo korenimo,
dobimo r = |cosp|. Vidimo, da je ta izraz odvisen od kota ¢ in sicer, ce velja

5 <9 <3, jecosp > 0in dobimo r = cos g, Cepavelja—<go< ,jecosp <0

in doblmo r = —cos . Iz opisanega sledi, da je ploscina enaka

P = // dxdy =
5 cos —cosp
:/ d(p/ rdr—i—/ dgp/ rdr =

1
:...:5/77008 <pdgo—|—2/2 cos® pdp =

2 2

m\:\

[NIE]

uy 3T
1 [z 1 [z
= Z/ (1 + cos(2¢)) dgp—l—Z/ (1+ cos(2¢)) dp =
B _27r+7r_7r ’
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Opomba: Lahko bi opazili, da je telo simetricno tako ¢ez x-os, kot tudi cez y-os,
kar pomeni, da lahko izracunamo le ploscino dela telesa v 1. kvadrantu in rezultat
mnozimo s 4. V prvem kvadrantu je enacba nase krivulje le » = cos ¢ in tako dobimo

5 cos T
P=4/ d(p/ rdr=..=—
0 0 2
/zds
C

po sklenjeni krivulji C, sestavljeni iz krivulj Cy, C,,, C, ki predstavljajo preseke sfere
2?2 +y? + 22 = 1 v prvem oktantu z ravninami x = 0, y = 0 oziroma z = 0.

3. Izracunajte integral

Resitev. Razdelimo naso krivuljo C na tri dele, kot omenja naloga; Cy, Cy, in C in
pripravimo izracune za vsak del posebej:

Cy, = 0: Dobimo krivuljo y? + 22 = 1, ki jo parametriziramo y = cost, z = sint,
0<t<F. i2+g2+22=1
C,, y = 0: Dobimo krivuljo 2% + 2* = 1, ki jo parametriziramo z = cost, x = sint,

0<t< 3. Vi2+g2+22=1



C,, z = 0: Po tej krivulji je nas integral jasno enak 0, saj je funkcija, ki jo integriramo,
enaka z = 0.

Iskan integral tako pride

3 3
/ sintdt+/ costdt=...=1+1=2.
0 0

. Dolocite parameter a tako, da bo vektorsko polje V= (P,Q, R), kjer je

= %W + e yz + (a* + 1) cos(x) log(y2),
x s 2sin(x)
Q = m + ez + s
2 .
R = ey + 2(a + 2) SID(ZL‘)7
z

potencialno in izracunajte njegov potencial.

Resitev. Vektorsko polje V bo potencialno, ¢e bo veljalo rotV = 0. Prva kom-
ponenta omenjenega rotorja je enaka (0 neodvisno od parametra a, iz drugih dveh
komponent pa dobimo po kratkem racunu naslednji zahtevi

O__(a2+8a+7)cosx
2 Y
2 _
O__(a 1)cosz
y Y

oziroma
0=a*+8a+T7=(a+T7)(a+1) in 0=a*—-1=(a+1)(a—1).

Obe zahtevi bosta zadosceni le v primeru a = —1.
Tako dobimo

= %x?y? + e™*yz + 2 cos(x) log(yz),
x s 2sin(x)
Q = Tx%ﬁ + eV rz 4 Y )
R— ey + 2 sin(:p)’
2



oziroma potencial tega vektorskega polja

/de = / (%ﬁyz + e"™*yz + 2 cos(x) log(yz)> de =

= arctan(zy) + ™% + 2sin(z) log(yz) + C(y, 2),

T - 2sin(x)

faw=[ (s +evee 250 -

= arctan(zy) + ™% + 2sin(z) log(yz) + C(z, 2),

9 i

/Rdz = / (e”zxy + M) dz = ™" + 2sin(z) log(yz) + C(z,y),

z
u = arctan(zy) + e™* 4 2sin(z) log(yz) + C

5. S kompleksno integracijo izracunajte doloceni integral

/°° Sx 4
x
oo (2 + 4z + 29)2

Resitev. Ko pogledamo na ta integral kot na kompleksni integral, vemo, da je
dovolj gledati le singularnosti v zgornji polravnini in uporabiti izrek o residuih. Nicli
polinoma 22 + 4x + 29 sta —2 % 5i, v zgornji polravnini pa je seveda le —2 + 5, ki

je za naso zacetno funkcijo (z2+++29)2 pol druge stopnje. Rac¢unajmo

5 ‘ 5x /
TeSy—_245 (2? + 4z + 29)2 - x_,h_gl+5z‘ (m) —
_ oy D@ 2450 —10z(z+2450)
T——2+56 (x + 24 5i)4
i

Po izreku o residuih dobimo, da je nas iskani integral enak
1 T
? ——.
50 25

Vprasanja in pripombe: kristijan.cafuta@fe.uni-lj.si



