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1. Poiscite vse tocke na ploskvi

. . cosu
(u,v) = (vcosu,vsinu, ,

v katerih je tangentna ravnina vzporedna ravnini  + /3y + 2z = 0.

Resitev. Vemo, da za normalo tangentne ravnine velja:

. . cosu
(u,v) = (vcosu,vsinu,

- . sinu
ro(u,v) = | —vsinu, v cosu, —
? Y Y v

- , COS U
To(u,v) = (COS u, sin u, —7>
i(u,0) = 7, v) X 7w, v) =

<Sin2 w—cos?u  2sinucosu

= ,— , —v(sin® u + cos® u)) =
v v
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Zaradi vzporednosti omenjenih ravnin tako velja

(_cos(Zu) 7 _sin(2u) 7 _U> = k(1,/3,2),

(% (%

kar nam da slede¢ sistem enacb:

_cos(2u) _k _sm(2u) _ 3k —u=2k

(% (%

Ce v iz tretje enacbe vstavimo v prvi dve, dobimo
cos(2u) = 2k?, sin(2u) = 2v/3k>.

Ob upostevanju dejstva sin?(2u) + cos?(2u) = 1 dobimo

1 =12k* + 4k*
po L
16

o= (k-3) (b+3) (+3)

1
kio= ig = vi2 = Fl



Za u nam tako ostane resiti Se sistem

%

1
cos(2u) = 2 sin(2u) =
ki ima resitev
2u£:g+2€7r(€€Z) — W:%Jrfﬁ(ﬁEZ)

Ker v 7(u,v) nastopata sinu in cosu, ki imata periodo enako 27, je dovolj vzeti le

_n

dva predstavnika te resitve ug = g, u1 = g
Naceloma smo tako dobili Stiri resitve
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a opazimo, da sta med njimi v resnici le dve razli¢ni tocki

"(72%) 25 57)

2792 2 27 2 2

. Vzemimo dve krivulji v ravnini: astroido 7(¢) = (5cos® ¢, 5sin’¢) in kvadrat |z|+|y| =
5. Iz njiju tvorimo krivuljo C', ki je za x > 0 enaka dani astroidi in za x < 0 enaka
danemu kvadratu. Izracunajte krivuljni integral 1. vrste

/xds.
c

Resitev. Parametrizirali bomo posebej kvadrat in posebej astroido. Skica krivulje:

y




Kvadrat: lociti treba y > 0 in y < 0.
e x =t y=1t+5 —5<t<0,/i2+ 92 =2
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Astroida:
r=>5cos’t, y = 5sin’t
& = —15cos’tsint, § = 15sin®tcost
VA2 42 = /225 cost tsin t + 225 sin ¢ cos? t = 15| sint cos t|

Ker je izraz pod dobljeno absolutno vrednostjo za 0 < ¢ < 7 pozitiven, za —7 < ¢ <0
pa negativen, treba lociti ta dva primera (uvedli bomo substitucijo cost = u):

2 0 0
I :/ 5 cos® (15 sint cost) dt = —/ T5utdu = —15u5‘ ~ 15
0 1 1
1
— 15

0 1
I, = / 5cos’ t(—15sint cost) dt = / 75utdu = 15u°
0

0

(ME

Celoten integral tako pride I + I + I3 + I, = 30 — 25/2.

3. Izracunajte ploskovni integral 1. vrste

// 2 dS,
s

kjer je ploskev S dolocena z 2? + y?> + 22 =4, 2>0, = >0.
Resitev. Parametrizirajmo ploskev:
7(p,7) = (2 cos ¢ cos ¥, 2sin @ cos ), 2 sin 1)

kjer zaradi omejitev z > 0 in z > 0 velja —5 <o < Zin 0 <9 < 7.

7o = (—2sin g cos ¥, 2 cos g cos Y, 0)

79 = (—2cos psind, —2sin @ sin ¥, 2 cos )

E =7, 1, = 4 cos® 1

F=r,-ry=0

G=ry-ry=4

VEG — F?2 = V16 cos2 ) = 4| cos | = 4 cos )




zadnji enacaj velja, saj je cos ¥ vedno pozitiven za nas razpon kota ¢J. Tako dobimo,
da je iskani integral enak (tekom ra¢unanja uvedemo substitucijo u = sin )

//de/

dgp/ 4 cos? pcos® - 4cost) - d =

2
= 16/ dgo/ cos? o cos® Vdy =
_r 0
2
= 16/2 dgp/ cos? (1 — cos? ) cos Vdi) =
_z 0
= 16/ dgo/ cos® (1 — u®)du =
- 0
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1
cos? pdp = 36/ (1 + cos(2¢))dp =
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. S pomocjo Gaussovega izreka izracunajte pretok vektorskega polja
V= (sin(xy) — 7 227y + ycos(z)e ™, 31z — yz Cos(xy))

skozi ploskev, ki je rob telesa dolo¢enega z neenacbami:

2> 3\ a2 +y? -8, z§10—(x2+y2), x> 0.

Resitev.




V=V= (sin(xy) — ST 222y + ycos(x)eSnT, 327 — yz cos(qzy))
G — 9 (sin(zy) — i) N d (22%y + y cos(z)e™ ) N 0 (3222 — yz cos(zy)) _
ox dy 0z

= ycos(wy) — cos(x)e™™® + 227 + cos(x)e™* + 327 — ycos(vy) = 5’

Uvedemo cilindri¢ne koordinate. Presecisce ploskev:

3r—8=10—r?
(r—=3)(r+6)=0
rr =3
ry = —6

kjer zaradi pozitivnosti dobimo le resitev r = 3 Tako se nam iskani pretok vektorskega
polja po predlaganem Gaussovem izreku prevede do

= /// div Vdzdydz = /// Sx’drdydz =
v v
5 3 10—r2
= 5/ dgo/ dr/ (7“2 cos? go)rdz =
- 0 3r—8
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= 486/2 cos? pdp = 243/2 (1 + cos(2p))dp =
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5. Narisite obmocje
. T ™
D:{zzxﬂy\xzo, —gsysg}

in sliko tega obmocja s preslikavo

Resitev. Zacetno obmocje D:




Najprej na obmoc¢ju D uporabimo preslikavo
zw = e = T = % (cos(3y) + isin(3y))

Kerjex >0, veljar =e3 > 1in ker jey € [—%, g}, velja o = 3y € [—%,ﬂ.
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Sedaj pa uporabimo preslikavo w +—> % Ker je to lomljena racionalna funkcija,

vemo, da preslika druzino premic in kroznic v druzino premic in kroznic. Zato je za
vsak del dobljene premice oz. kroznice dovolj pogledati sliko treh tock. Tako recimo

hitro dobimo da velja
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