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9. februar 2012

1. Vzemimo skalarno polje F(z,y, z) = 2% — e + cos(xy), tocko T'(0, —1,1) in krivuljo
7(t) = (sin(t?), —€' tant, t* — t4).
(a) Poiscite smerni odvod skalarnega polja F' v tocki T' v smeri najhitrejsega spre-
minjanja.
(b) Izrac¢unajte nivojsko ploskev skalarnega polja F', ki gre skozi tocko T'.

(c¢) V tocki T poiscite tangetno ravnino ¥ na omenjeno nivojsko ploskev skalarnega
polja F (iz primera b).

(d) Poiscite tocko na dani krivulji 7(¢), v kateri je tangenta vzporedna z omenjeno
tangetno ravnino ¥ (iz primera c).

Resitev.

(a) Iz teorije vemo, da je smer najhitrejSega spreminjanja ravno smer gradienta.
Tako dobimo, da je iskani smerni odvod enak

grad F'(T')
FT) ———— = F(T)|.
o F(7) - ET0 — | grad P(T)
Torej
ev , eve _
grad F = (E,, F,, F,) = (———ysm(:cy), - —xsm(xy),2z>
Y Y
grad F(T) = ... = (1,0,2) = |grad F(T)| =5

(b) Ker velja F(T) = 1, dobimo 2% — ev + cos(zy) = 1.

(c) Normala iskane tangentne ravnine ¥ je v tocki T' v resnici enaka grad F'(T),
torej (1,0,2). Zato se iskana ravnina ¥ glasi z + 2z = d, kjer d dolo¢imo z
vstavljanjem tocke T' v nastavek za enacbo ravnine ¥3; torej x + 2z = 2.

(d) Dejstvo, da je premica vzporedna neki ravnini, pomeni, da je v resnici smerni
vektor premice pravokoten na normalo ravnine. Torej

P(to) - (1,0,2) =0 = @(ty) + 22(t) =0 = 2t(cos(t2) +2 —4t3) =0

oziroma ty = 0, kar nam da tocko 7(0) = (0,0, 0).



2. Izracunajte koordinate teziSca telesa, dolocenega z

2>+ y? >0, y>0, 2<2

in gostoto p = 15(z + ).

Resitev. Naso telo je oc¢itno tisti del notranjosti stozca z = r, ki lezi v prvem
oktantu in je z < 2. Glede na to, da je tako telo kot tudi gostota simetricna glede
na x in y, velja, da je x; = ;.

Najprej si pripravimo, kar potrebujemo:

z 2 2
m = / pdrdydz = /2 dgp/ dr/ 15(rcosp + rsiny)rdz =
1% 0 0 r

z 2
= / dgo/ 15(2r% — 73)(cos ¢ + sin @)dr =
0 0
=..=40

z 2 2
m, = / xpdrdydz = /2 dgp/ dr/ 157 cos p(r cos ¢ + rsinp)rdz =
\% 0 0 T

z 2
2
= / dgp/ 15(2r* — r*)(cos® ¢ + sin p cos p)dr =
0 0

.= 12+ 67

S
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My
z 2 2
m, :/zpdxdydz:/ dgp/ dr/ 15z(rcos p + rsinp)rdz =
14 0 0 r

z 2 A
/ dgo/ 15 <2r2 — E) (cos @ + sin@)dr =
0 0

=..=064

Tako dobimo, da je tezisce enako

m’  m’ m

(mz my mz>_ 6+3r 6+31 8
B 20 7 20 '5)°

3. Izracunajte krivuljni integral
/ (5y* — 32) dx + (sinz + tan(zy)) dy + (—42° + 8y?) dz,
C

kjer je krivulja C' daljica od tocke A(2, —2,—2) do tocke (3, —2,0).
Z ustreznim kriterijem preverite Se, ali je ta integral neodvisen od poti.



Resitev. Daljico parametrizirajmo kot 7(t) = 74 + t(7'p — 74), kjer 0 <t < 1, torej

r=2+1 — z=1
y=—2 — y=20
z=—-242t — z=2

Tako dobimo, da je integral enak

L= /l ((5(—2)2 —3(=2+42t)) + (—4(-2+2t)° + 8(—2)2)2> dt =

1
= .= / (—64t° + 192t* — 198t + 154) dt =
0

1
— = (=16t 646 — 99 + 1541)| =
0

=..=103

Ker rotor vektorskega polja (5y% — 3z, sin z + tan(zy), —42% 4+ 8y2) ocitno ni enak 0,
ta krivuljni integral NI neodvisen od poti.

. 7 ustreznim integralskim izrekom izracunajte

// (2% + 2) dydz + (yz — 22°%y) dzdx + (y*z — 2°y) dady,
S
kjer je S zunanja stran povrsine telesa, dolo¢enega z

r>0,y>0 2>0, 22+y> <1, 2 <2+ 4%

Resitev. Ker imamo ploskovni integral 2. vrste po zakljuceni ploskvi, bomo upora-
bili Gaussov izrek.

div(a® + 2z, yz — 22%y, y?2 — x2y) =302+ 220+t =af P 2

Torej dobimo, da je nas integral enak

:/// (x2+y2+z)dxdydz:
%
3 1 r?
:/ dgp/ dr/ (r* +2)rdz =
0 0 0
T

8



5. Izracunajte kompleksni integral

t
/ an,.z2 iz
|z—1]|=2 (2 —1)

kjer je integracija v pozitivni smeri.

Resitev. Funkcija tanz ima singularnosti tam, kjer ima cos z nicle; torej z = 5 +

tan z

km,k € N in vse so prve stopnje. Zraven teh ima Gz Se singularnost ¢, ki je pol druge

stopnje. Znotraj nase kroznice |z — 1| = 2 sta le z; = § in 2, = ¢. Zato si poracunajmo le
residuume v teh dveh singularnostih

1 1 1
T I 1; = =
res,—; f(z) = Eg}(tan 2) = lzlinz cos2z  cos?i  ch®l
z—Z)tanz z—3)sinz
res.—x f(2) = lim % = lim % B
T sz (2 —1) =2 cos z(z — 1)
sinz+ (z — §)cosz 1
= lim . '(2 2) ) - 2
2=3 —sinz(z —14)? +2(z —i)cosz —(5 1)

Koncen rezultat je tako enak

2mi (res.—; f(2) + res,—z f(2)) = 2mi ( LN : ) :



