PRVI KOLOKVIJ 1Z MATEMATIKE III

13. december 2005

1. Vzemimo skalarno polje U = e* + e* in tocko 7(0,0,1).

(a)
(b)
()

Izracunaj smerni odvod skalarnega polja U v tocki T in smeri najhitrejSega
spreminjanja.
Poisci enac¢bo nivojske ploskve (v implicitni obliki) skalarnega polja U, ki gre
skozi tocko T

Poisc¢i enacbo normalne premice in tangentne ravnine na omenjeno nivojsko
ploskev v tocki T'.

Resitev.

(a)

Najhitreje se polje spreminja v smeri gradienta in tako racunamo

21 41 = iy y Yy
dU: z — z — 2 (—— z(— 2
gra (e See ( 22)+e ( z2>

grad U(0,0,1) = (1,1,0)

ter dobimo, da je iskani smerni odvod enak

(1,1,0)
(1,1,0) - 7 =2

Ker je U(0,0,1) = 2, je iskana nivojska ploskev e + ez = 2.

Normalni vektor tangentne ravnine omenjene nivojske ploskve, je kar enak
grad U(0,0,1) = (1,1,0) in ker ta ravnina vsebuje tudi tocko 7°(0,0,1) do-
bimo enacbo tangentne ravnine enako x + y = 0. Prav tako je smerni vektor
normalne premice enak grad U(0,0,1) = (1,1,0) in ker prav tako tudi 7°(0,0, 1)
lezi na njej, dobimo enac¢bo normalne premice (v parametricni obliki) enako
xr=1t,y=1t,z=1 o0z v kanoni¢ni obliki x =y, z = 1.

2. Izracunaj povrsino telesa, ki ga dolocata

2+ 4+ 22 < 2in 2 > a2 g2

Resitev. Telo je sestavljeno iz dveh ploskev; stozca in dela sfere. Projekcija
preseciséa na zy-ravnino je x? + y? + 22 + y? = 2 oz. kroznica v srediséni legi in



polmerom 1. Porac¢unajmo povrsino vsakega dela zase. Najprej recimo stozec:

N
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L+ 22422 = V2
In tako povrsina po delu, kjer je stozec, enaka (po uvedbi polarnih koordinat):
21 1
/ do / V2rdr = /2.
0 0

Sedaj pa Se del sfere:
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In tako povrsina po delu, kJer je sfera, enaka (po uvedbi polarnih koordinat in
pomocjo substitucije t = 2 — 72

271' d¢/«

Skupna povrsina je tako enaka

V21 441 — 2V/21 = n(4 — V?2).

rdr—47r—2\/_7r

. Preveri, ali je kateri od integralov

1
/C (1 e +yz>da:+xzdy+ (xy — 22)dz
in
/ 32%dx + 6yz dy + 3(y* + x)dz
c

neodvisen od poti. Oba integrala nato tudi izracunaj za primer, ko je C' daljica od
tocke A(1,1,1) do tocke B(3,0,—3).

Resitev.



° [, (H% + yz) dx + zzdy + (zy — 22)dz:

~ 1
V= (1—|—x2 +yz,xz,xy—2,z>

rotV:(x—x,y—y,z—z):(0,0,0)

torej je integral neodvisen od poti, zato je dovolj, da poracunamo potencial tega
vektorskega polja in dobimo

1
U_/<1+x2+yz>dx—ar0tg$+$yz+c(yaz)
U:/xzdy:a:yz—I-C(ﬂ?,Z)
U:/(;cy—Qz)dz:xyz—ZQ—FC(l’ay)
U=arctgz +ayz — 22+ C

in tako

1
/c(1+:c2 +yz)d$+mdy+($y_22)dzzU(B)—U(A)Zarctg3—%—9.

o [, 3x%dx + 6yzdy+ 3(y* + z)dz:

V = (322, 6yz, 3(y% + )
rot V = (6y — 6y,0 — 3,0 — 0) = (0, —3,0)

torej je integral odvisen od poti. Parametrizirajmo pot:
T()ra+t(rg —7a) = (14+2t,1—¢,1—4t),0<t <1
in ra¢unajmo

/ 32%dx + 6yz dy + 3(y* +2)dz =
c

— /1 (3(1+26)*2+6(1 —t)(1 —4t)(—1) +3((1 — t)> + 1 + 2t)(—4)) dt =
=1



