DRUGI KOLOKVIJ IZ MATEMATIKE III

13. januar 2012

1. Izracunajte integral

/C(ﬂé‘2 —y%)ds,

kjer je C tisti del krivulje, definirane z
?4+yP=1 in z+y+z=1,

kjer velja
—r<y<uw

Resitev. Glede na to, da krivulja lezi na preseku med plaséem valja 22 + y? = 1 in
ravnine z + y + z = 1, jo lahko parametriziramo recimo kot

7(t) = (cost,sint, 1 — cost — sint),

kjer nam dodaten pogoj —x <y < x pove Se —TF <t <

s
4

ds = /22 + 9>+ 22dt = \/sin2t+6052t+ (sint — cost)2dt = v/2 — 2sint cost dt,

dobimo

I
L= / (cos®t — sin®t)v/2 — 2sintcost dt =

= [ costonyy/r sz :*_/lgdu:
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kjer smo na koraku * uvedli substitucijo u = 2 — sin(2t).

2. Na dva nacina izracunajte pretok vektorskega polja
V= (z,y,2%)
skozi ploskev, ki je rob obmocja

vVaz+y2<z2<1:



(a) z uporabo ustreznega integralskega izreka,

(b) po definiciji.
Resitev.

(a) Uporabili bomo Gaussov izrek. Zato si pora¢unajmo:
divV =14 1422=2+ 2z

Tako dobimo (kjer tekom rac¢unanja uvedemo cilindri¢ne koordinate)

= /// div Vdzdydz = /// (2 + 22)dxdydz =
S 1 Y
:/ dgo/ dr/ (24 22)rdz =
2m
/ dgp/ —r —2r? 4+ 3r)dr =

) W% 6

(b) Rob obmogja je sestavljen iz dveh ploskev; plasca stozca in kroga pri z = 1:

r(u,v) = (ucosv,usinv,u), 0<ov<2r, 0<u<l
ru(u,v) = (cosv,sinw, 1)
ro(u,v) = (—usinv, ucosv,0)
s(u,v) = (ucosv,usinv, 1), 0<v<2m, 0<u<l
$u(u,v) = (cosv,sinv,0)
Sp(u,v) = (—usinv,ucosv,0)

(V,ros ) = | St ey %1? S

(Vo) = | S5 g = - =

V mesanih produktih smo ze upostevali pravilen vrstni red, da res dobimo zu-
nanji normali nasih ploskev. Tako dobimo

/dv/u—u du+/ dv/udu-

27 1 27r1
= —d —dv = = —
/0 v—l—/o V= 6+7r 6

3. (a) Poiscite vse resitve enacbe
3tanz + 5i = 0.



(b) Dolocite parameter a tako, da bo
u=2a>+ay* —y+ (a* — 1)a*y* + " cosy

realni del neke analiticne funkcije f(2).
Za dobljeni a omenjeno analiticno funkcijo f(z) nato tudi poiscite.

Resitev.
. . .. 1z _,—1z . iz —iz - -
(a) Uvedimo znani enakosti sin z = <5%— in cos z = “~=%—. Tako se nasa enacba
prevede do
ez _ iz 5
etz + e~ iz g

oziroma po substituciji © = e** do
3u—3u~' = 5u+ 5u"
w+4=0
u==+2
€' = 2i: Torej iz =log2+ i (3 + 2k7) oziroma z = I + 2k7 — ilog 2.
e'* = —2i: Torej iz =log2 +i (—% + 2km) oziroma z = —Z + 2kw — ilog 2.
Obe resitvi lahko zdruzimo v kon¢no resitev: z = § + km —ilog2, k € Z.
(b) Dana funkcija u bo realni del neke analiticne funkcije, ¢e bo harmonicna, t.j.

Ugg + Uyy = 0. Zato racunajmo

Uy = 22 + 2(a® — 1)zy® + e“cosy

Uy = 2+ 2(a® — 1)y + e“ cosy

u, = 2ay + 2(a®> — )2’y — 1 — " siny
Uy, = 2a + 2(a® — 1)2* — e cosy
0=2(a+1)(1+ (a—1)(z* +y?).

Tako smo dobili a = —1.

Za racunanje imaginarnega dela bomo uporabili Cauchy-Riemannovi enacbi:
Uy = Uy in u, = —v,. Torej dobimo

U:/uxdy:/(2x+ezcosy)dy:2xy+e””siny+(]1(x)

v:—/uydx:—/(—2y—1—ezsiny)d:p:2$y+x+ezsiny+02(y)

v=2axy+x+e"siny+C
f)=u+iv=a>—y* —y+e“cosy+i(r+2zy + e siny + C)
= (2 + 22y — y*) + (—y + ix) + *(cosy + isiny) + iC
= (z +1iy)* +i(z +iy) + " +iC =
=2’ +iz+ e +iC



