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1. Imejmo krivuljo
() = (—cosp, 2 + 3 cos p,sin p),

ki je usmerjena v smeri narascajocega parametra, in tocke
T1(1,2,-1), Ty(—1,5,0), T3(1,—1,0).
Izracunajte
/4xy de — 2yzdy — 32% dz,
c

kjer je krivulja C sestavljena iz usmerjene daljice od tocke 77 do tocke T ter krivulje
7(¢) od tocke Ty do tocke Ts.

Resitev. Ker je krivulja C sestavljena iz dveh delov, bomo tudi iskan krivuljni
integral 2. vrste razdelili na dva dela. Ozna¢imo z C; daljico in z Cy krivuljo 7(y).

Tedaj velja
/V-df:/ 17~df+/ V- dr.
C C1 Co

Parametrizirajmo najprej daljico Cy:

r(t) =rp +t(Fn, — ), 0<t<1

(t) = (1,2,-1) +(-2,3,1), 0<t<1
t)=(1—-2t,2+3t,—1+1t), 0<t<1
F(t) = (=2,3,1).

Tako se nam integral po C; prevede do

/ dzydr — 2yzdy — 322 dz
C1

— /1 (41 =2t)(243t)(=2) =22+ 3t) (=1 + )3 = 3(=1 + ¢)*) dt

1
= / (27t% 4 20t — 7) dt
0

=..=12



Sedaj poracunajmo Se integral po krivulji Co (ki je pa Ze v parametri¢ni obliki):

=y

(p) = (—cosp, 2+ 3cos p,sin )

(@) = (sin ¢, —3sin ¢, cos )

Takoj opazimo, da 7(¢) doseze tocko Ty pri ¢3 = 0 in tocko T3 pri ¢ = 7. Zato lahko
iskani integral po Cy zapiSemo kot

/4mydm—2yzdy—322dz

Ca

= / (4(— cos ) (2 + 3cos ) sin p — 2(2 + 3 cos ) sin p(—3 sin @) — 3sin®  cos ) dip
0

:/ (—8cosgosin<p—120082gpsing0+1281n2g0+15cosgosin2g0)dcp
0

=..=06m—8

Koncen iskan rezultat je tako enak

/V—d?z/17~df+ V.di =12+ (61 — 8) = 4 + 6.
C C1 Co

. Z uporabo ustreznega integralskega izreka izracunajte pretok vektorskega polja
V= (sin(yz) + xy?, dyz? — "7, 2a? — 2y — 23)

skozi zunanjo stran povrsine telesa, ki je doloceno z

x2—|—y2+22§25 in —rz<y<uz

Resitev. Ker gre za pretok vektorskega polja skozi rob nekega obmocja bomo upo-

rabili Gaussov izrek:
//V-dgz /// div\?dxdydz.
S 1%

Zato si najprej poracunajmo divergenco:

divv:y2+4z2+x2—322:x2+y2+z2.

//V'dgz///(x2+y2+z2)da:dydz.
s v

Tako dobimo



Ker je naso obmocje (ustrezna) ¢etrtina krogle v srediséni legi in polmerom enakim
5, si bomo pri izracunu dobljenega trojnega integrala pomagali s sfericnimi koordi-

natami:
X = T COos pcos v
y = rsin g cos v
z =rsind

J =r%cos?

Iz

INE

Iz omejitve —z < y < x takoj vidimo, da moramo omejiti ¢ in sicer —7 < ¢ <
napisanega dobimo

//V.d§:///(:c2+y2+22)d;cdydz
S 1%
I bl 5
:/ dgp/ dﬁ/ r2 12 cos ¥ dr
- - 0
:/ 1250 dp

4

= 6257

L IFNE
RERNE

dy / 625 cos ¥ di

L ERFNE
vl

3. (a) Naj bo

v = alrctang + 2% — y2 + zy.
x

Poiscite tak u, da bo f = u + v analiti¢cna funkcija.
(b) Poiscite vse resitve enacbe
3sinz — 2cosz = 2.

Opomba: vrednosti arctan 15—2 ni potrebno izracunati.

Resitev.

(a) Uporabili bomo Cauchy-Riemannov sistem enacbh, ki mora veljati za analiticno

funkcijo f = u + iv:
Uy =Vy 1IN Uy = —Vy.



Tako dobimo

1 1
ulz/vydx:/<1+£g—2y—l—x>d$
x
:/(—x2+y2—2y+x>dx

2

1 T
=3 log(z? + y?) — 22y + 5 + C1(y)

L~y
ugz/—vzdy:—/<1+%§ﬁ+2x+y>dy
Y

1 2 2 92
= 5 log(z” +y°) — 2zy — = + Ca(2)

2 2
1 ZE2 y2
=-1 2yt -2 ——=+4C
u=glog(a” +y°) — 2oy + o — 5 +
(b) Uporabili bomo dejstvi
] 62‘2 _ e—iz ) eiz + 6—iz
sing=————— in cosz=—"-—
21 2
S tem se nam nasa enacba prevede v (tekom rac¢unanja bomo uvedli zamenjavo
u = e'%)
3 e —.e _ 9 e’ +e _ 9
27 2

3e — 37 — 2 — 2ie " = 4i
(3 —2i)u — (3+2i)u" =4
(3 — 2i)u® — diu — (3 +2i) =0

Ta enacba ima dve resitvi:

4i+/—16+4(9 + 4)
U2 =

2(3 — 2i)
3+ 2 5 12
U1:3—ZZ::1_3+ZE
" :2i—3:_1
P32

Torej



(i) € = uy:

w512
C T3
) | ) +,12
= 10 —_— _
R 13T s
) 12 12
1z = log 1_3+ZE —|—i<arctan€+2k7r), kelZ

12 12
21, = arctan = + 2km —1log 1 = arctan = +2km, ke

(i) € = uq:

e” =—1
iz =log(—1) =log| — 1|+ i(m + 2km), keZ
2o =7+ 2km, ke



