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10. januar 2014

1. Vzemimo skalarno polje u = 2xy — z in tocko T'(2,4, 16).
(a) Izracunajte smerni odvod skalarnega polja u v tocki T' v smeri najhitrejsega
spreminjanja.
(b) Izracunajte
// V14422 + 492 dS,
S

kijer je S tisti del nivojske ploskve u = 0, za katerega velja 2 + 3% < 1.

Resitev.

(a) Smer najhitrejSega spreminjanja je ravno smer gradienta. Zato bo iskani smerni

odvod enak
grad u(7T)

| grad u(T)|
Ker je gradu = (2y,2x,—1), je gradu(T') = (8,4, —1) oziroma | grad u(T')| = 9.

(b) Ploskev S, ki je enaka 2zy — z = 0, lahko parametriziramo recimo

grad u(T") = |grad u(T)|.

™(u,v) = (u, v, 2uv).

Tako dobimo
7o, v) - Ty (u,v) = (1,0,20) - (1,0,20) = 1 + 40°
w(u,v) -7y (u,v) = (1,0,20) - (0,1, 2u) = 4duv

G = 7,(u,v) - 7y(u,v) = (0,1,2u) - (0,1,2u) = 1 + 4u?
VEG — F? = V1 + 4u? + 402
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Zaradi omejitve u? + v? < 1 vpeljimo v nadaljevanju polarne koordinate
(u=rcosp,v=rsing, J=r):

//\/1+4m2+4y2d52// V14 4u? + 4u2 VEG — F? dudv
S D
:// (1+4u2+4v2) dudv
Q?r 1
:/ d(p/ (1+47“2)7“d7"
0 0
3 2w

=...== dp=...=
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S pomocjo Greenove formule izracunajte

/ (2xy + 2y + ew)dx + (x2 i 4y2a:)dy,
c

kjer je krivulja C podana z
(@ 4 =2 —4f), 220
in orientirana v smeri urinega kazalca.

Resitev. Racunajmo kot nam veleva naloga:

P = 2zy + 2%y + €°
Q=2 —2°—4y’z
Q. — P, = —A4z? — 4y

Pretvorimo krivuljo C v polarno obliko:

rt=2r*(cos® o —sin’p) = r=/2cos(2¢p).

Da bo veljalo cos(2¢) > 0 in hkrati z > 0 (tj. cos ¢ > 0) mora veljati =5 < ¢ < 7.
Oznac¢imo s C* pozitivno orientirano (tj. v nasprotni smeri urinega kazalca) krivuljo
C. Tedaj velja

/de—l—Qdy:—/ de—l—Qdy:—//(Q:c—Py)dxdy
c ct+ D
T \/ 2 cos(2¢)
= // (4x2+4y2) dxdy :4/ dgo/ r2rdr
D - 0
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4 cos®(2¢) dp = /4 2(1 + cos(4yp))dy
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(a) Utemeljite, kateri sumand (en!) v
23 + 22y + coszshy
moramo izbrisati, da bo tako dobljen izraz lahko imaginarni del neke analiticne

funkcije f(z).
Omenjeno analiticno funkcijo nato tudi poiscite.

(b) Poiscite vse resitve enacbe

12sinz +shz +chz + 13 = €°.



Resitev.

(a) Da je funkcija lahko imaginarni del neke analiticne funckije, mora biti harmoni¢na.
Oznacimo w = 3 + 2zy + cos rshy in racunajmo:

Puu
ox?  Oy?

Iz napisanega vidimo, da moramo izpustiti ¢len 23, torej

= 6x — cosxshy 4+ coszrshy = 6x

v=w— x> =2xy+ coszshy.

Da poiséemo pripadajoci realni del, uporabimo Cauchy-Riemannov sistem enacb
(uy = vy In uy = —v,):

u:/vydx:/(Qx—i—cosxchy)drc:x2+sinxchy+01(y)

u:/—vxdy:/(—2y+sinxshy)dy:—y2+sinxchy+C’2(:L')

w=2x*—y’+sinzchy +C
f(z)=u+iv=2a*—y*+sinzchy + C +i(2zy + cosxshy)
=22 4+ 2izy — y? +sinzchy +icoszshy + C
= (z +iy)* +sin(z +iy) + C
=22 +sinz+C

(b) Racunajmo (kjer bomo uvedli substitucijo u = €'%):

12

e —e ef—e* efte”
12 13 = ¢*
5 + 5 + 5 +13=¢
iz_e—iz
6——— +13=0
1
6u—6u"t+13i=0
6u? + 13iu —6 =0
_ —13i /=160 + 144
Y2 = 12
_ —13i£5i
N 12
1. ulz—gi:
12 2
et =——1
3
2 2
iz = log (—§i> :log§+i<—g+2kw> kel

2
2k = —g+2k7r—ilog§,k€Z
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1291 = log (—5'&) :log§+z(—§+2k7r) kel

3
2ok = —E—I—Qk‘ﬂ—ilog—,k’ <Y/
’ 2 2
Kot vidimo, lahko resitve celo zdruzimo v

3
z:—g+2kﬂiilog§,keZ



