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Eulerjeva enacba

Minimum funkcionala Aly(x)] = /Xl L(x,y(x),y'(x))dx.

X0
oL d oL
dy dxoy
éejegi—o, potem L—y’g—;zC.

Minimum funkcionala pri danem pogoju:
X1 X1

Aly(x)] = / F(x,y,y")dx, pogoj G(x,y,y' )dx = (.

0 X0

L(x,y,y") = F(x,y.y') + AG(x,y,y").

v

v

Eulerjeva enacba:

v

v



|zra¢unaj vrednost funkcionala

I(F(x)) = [ L(x, f(x), F'(x))dx

1(f(x / V14 f(x)2dx,  f(x) = x>

> / V1+4x2dx =—
0

> %\/4X2+1X+ Iog(2x+m)
> Z(2\/§+Iog<2+xf>).




Paradoks dvoj¢kov

Lastni &as sistema, ki v prostoru ¢asu opisuje pot x(t), dolota

t1
funkcional 7 = / \/1 — x/(t)2dt. Prostor &as ima v naem
to

primeru eno ¢asovno in eno prostorsko dimenzijo. Vzeli smo, da je
svetlobna hitrost enaka 1. Na zaletku, v ¢asu ni&, se dvojéka
nahajata v koordinatnem izhodi$¢u. Eden ostane tam drugi pa
odpotuje, njegovo pot v prostoru &asu opise funkcija

x(t) = t(2 —t)/2. V &asu t = 2 se zopet sretata v koordinatnem
izhodi$¢u. lzraunaj lastna ¢asa mirujolega in gibajo¢ega dvojcka.
Pot mirujotega dvojtka opise funkcija x(t) = 0.

2
1. 71:/ Vidt =2
0

2. 72:/02,/1—(1—t)2dt=7r/2.

Polovica plos¢ine kroga s polmerom 1.

3. 11> 1.
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Pois¢i najkraj$o pot med dvema to¢kama v ravnini

TO(XanO)a T1(X17Y1)
» [8€emo funkcijo y = f(x), yo = f(x0) in y1 = f(x1), za katero

funkcional “
A(f(x)) = / \/1+ f'(x)?dx doseze minimum.
X0
L
> 1+y’2—>,——0—>L y8 =C —,
6y
» V1+y? - -,

/
—_— C , e =
y /1 +y/2 - /1 +y/2

» Y =k —=y=k<+m,

v

Funkcija je f(x) = kx + m, iz pogojev y; = kx; + m, i = 0,1,
dolo¢imo koeficienta k in m.

v

Najkraj$a pot je ravna &rta.



Pois¢i optimalno pot med dvema dogodkoma v prostoru
¢asu (svetlobna hitrost je enaka 1).

To(xo0, to), Ti(x, t1)
» [8€emo funkcijo x = x(t) xo = x(to) in x1 = x(t1), za katero
funkcional (lastni &as)

5]
/ \/1 — x'(t)2dt doseze optimum, (lasni &as je

naJdaIJS|)
oL
> L=+1-x7 >, <& _0—> L—x— C—
ox!
» V1-—x24+ X X/ C — ! C—
— X X —F/— = T e = i
V19— x? V1—x"?
» X =k >x=kt+m.

v

Funkcija je x(t) = kt + m, iz pogojev x; = kt;+m, i =0,1,
dolo&imo koeficienta k in m.



Rotacijska ploskev z najmanjSo povrsino

Is¢emo funkcijo f(x), f(x0) = a, f(x1) = b,

X1
P =2r f(x)4/1 + f'(x)?dx tako, da je P minimalna.

X0

» L=y\/1+y"? —,

oL
» L—y — =(,
y ay’ 1
d
L — G y=GY1+y? Y
1 _y/2 2
(&)
1
x— G
» v = Cich .
y 1€ )
» |z pogojev dolo¢imo konstanti C; in .



|zoperimetri¢ni problem

b
Poisti funkcijo y = f(x), ki maksimizira plos¢ino / f(x)dx pri
a

b
dani loZni doliini/ 1+ f(x)%2dx = ¢ in f(a) = f(b) = 0.
oV (x) (a) = f(b)

> L=y — A1+ y2

H aL_ . 1oL __ A _
> Kerjeg—o,veIJaL—ya—y,_y—W_Cz_
> y/: )‘2*(}/*C2)2.
y—G

» Lotimo spremenljivke in dobimo (x — C1)? + (y — G)? = A2
Doloimo konstante Ci, G, in A tako, da bo y(a) = y(b) =0
in dolZina loka enaka /.



Maksimalna entropija in normalna porazdelitev.

» Gostota porazdelitve slu¢ajne spremenljivke p(x) > 0 na R.
1. / p(x)dx =1,

oo
2. p= / xp(x) dx, matemati¢no upanje,

3. o2 :/ (x — p)?p(x) dx, disperzija in

o0

» Entropija je enaka S[p] = —/ p(x) log p(x) dx.

—0o0
» Poi&¢i gostoto porazdelitve, ki ima pri dani disperziji o2 in
matemati¢nem upanju p, najve¢jo entropijo.



v

v

L= plogp+ Aip+ Aaxp + As(x — p)’p,

oL
a—p:Iogp+)\1+/\2x+/\3(x—y,)2:0,

—A1—dox—A3(x—p)?

p=e
1 1
Mo A =0, A\3=_—.
¢ V2no’ 2 ' 37 952
1 _x=w)?




Maksimalna entropija in eksponentna porazdelitev

p(x) >0, x>0 _ .
z maksimalno entropijo
p(x)=0, x<0

pri danem matemati¢nem upanju u > 0.

> Pogoji:/ p(x)dle,,u:/ xp(x).
0 0

Funkcional: S[p(x)] = — /OOO p(x) log(p(x))dx.

Lagrange: L = plog(p) + A1p + Aaxp

Gostota porazdelitve {

v

v

v

Eulerjeva enactba: log p + A1 + dox =0,
Reitev: p(x) = e M2 e = 1 )\, —
1 1

> p(x) = ﬁeiﬁ-

v
==

1
u



Pois¢i ekstremalo funkcionala pri danem pogoju

2

2
/ K(£)2dt, x(0) = 0, x(2) = 4 in / (x(1)2 + X(t)) dt = 8.
0 0

L(t,x(t), X' (t)) = X'(£)* + A (x(£) £ + X (1)).
Eulerjeva enatba A\t? — 2x"(t) = 0,

v

v

v

x(t) = % (48t — 8tA + t*)).

v

2
Regitev enatbe / (x(t)t2 +X'(t)) dt =8, A=T.
0

» x(t) = % (—8t+7t%).



Pois¢i ekstremalo funkcionala pri danem pogoju

™
0

>

>

>

(t)%dt, x(0) = 0, x(7) =0 in x(t)2dt

S
[l

™
5

L(t, x(t), X (t)) = X' (t)? + Ax(t)*.

Eulerjeva enatba Ax(t) — x”(t) = 0.

Upostevajot robne pogoje A = —n?, n € Z.

Resitev Eulerjeve enalbe z uposStevanjem robnih pogojev:
x(t) = Asin(nt),

A/ sin(nt)?dt =
0

x(t) =sin(nt), n

ml\-)\ﬂ

Z, n#D0.



Princip najmanjse akcije

» Lagrangeeva funkcija L(t,x,x) = T — U, razlika kineti¢ne in
potencialne energije.

» Kineti¢na T = ’"—X2 in potencialna energija U = U(x).

> Resitev je trajektorlja x = x(t) za katero zavzame akcija
t1
S = L(x, X)dt najmanj3o vrednost.
to
>KerJe —O potem L—x8 C=-
L . mx?
» Zakon o ohranitvi energije T U(x) =E.

» Vsota kineti¢ne in potencialne energije je konstantna.

0L doL U
» Newtonov zakon: T diox = =0—, mx= — 5



Navpi¢ni met navzgor

Orientirajmo os x navpi¢no navzgor. Kamen vrzemo navpi¢no, z
zacetno hitrostjo vy, iz polozaja xg = 0.
. i .. o mx? . . o
» Kineti¢na energija T = %5, potencialna energija U = mgx.
-2

» Lagrangeeva funkcija L=T — U = me — mgx.
» Eulerjeva enatba: mx = —-—mg —, X = —g —,
2
X(t) =G+ Gt — %
gt?

> Resitev: x(t) = vt — >



Nihanje vzmetnega nihala

Os x orientirajmo vodoravno. UteZ z maso m je pripeta na vzmet s
konstanto vzmeti k. Ravnovesna lega je xo = 0. Na zaletku nihalo
miruje. UteZ zmaknemo iz mirovne lege za Ax = /.

» Kineti¢na energija je T = "5~ medtem, ko je potencialna
i ka U = k<
energija enaka U = “5-.
-2 2
. mx kx
» Lagrangeeva funkcija L=T — U = - T
» Eulerjeva enactba: mx = —kx —, X+ %x =0 —, reditev

x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt), w? = £

> x(t) = Leos(y/£1).



Oblika prosto visele verige

Veriga vpeta v totkah To(xo,y0) in T1(x1,y1), dolZine £.

>

Oblika verige je podana s funkcijo y = f(x), kjer je
yi = f(x;), i = 0,1 in dolZina je f;;l 1+ y2dx = /.

Oblika verige je taka, da je njena potencialna energija
minimalna.

dU = ygdm = ygpds = gpy+/1 + y"?dx.

X1
U= gp/ yV 1+ y?dx.

0

Lagrangeeva funkcija L = y+/1+ y2 + \\/1+ y2.

YA ¢

/1 +y12
Y =/C(y = N2 -1, y=f(x)= Cch*& )
Dolo¢imo konstante C, C; in A, da bo

X1
yi=f(x), i=0,1in / V14 yPdx = (.
)

Prvi integral Eulerjeve enacbe:



Sisetmi Eurejevih enacb

b
> I, y] = / L(e,x(1), y(£), %(1), y(0)]de.

» Sistem Eulejevih enatb

oL doL
Ox dtox
oL d oL



Pogevni met

v

m, . .
L= §(X2 +y?) — mgy.

x(0) =xo0, y(0)=yo, x(0)=vx0, y(0)= vyo.
Sistem Eulerjevih enacb:

x(t)=0, y(t)=-g.

Resitev sistema:

x(t) = xo0 + vxot, y(t) = —%tz + yo + vyot.

v

v

v



Eulerjeva enacba za funkcije ve¢ spremenljivk

Mt = [ 1 (xorutaon, 52 5 ) oy

U(X?y)‘B’D = f(Xay)
» Oznalimo p = @ q= @

ox’ dy

» L= L(x,y,u,p,q), Eulerjeva enatba:
oL doL d 8L



Laplaceova diferencialna enacba

I[o] = // VuPdS,  u(x,y)op = F(x,y).

2(p + 7).

» Eulerjeva enatba: —p — —q =0.

» —Au(x,y) =0, u(x,y)lap = f(x,y).



Ploskev minimalne povrsine

Iu] = //D \/1 + (%)2 - (g—;)zdxdy, u(x,y)lop = f(x,y).

Poiskali bomo priblizno resitev.

v

» Za mahne vrednosti odvodov (poloZna ploskev):
1
> \/1+x%1+§x,
1
> L:1+§(p2+q2).
» Eulerjeva enatba —Au(x,y) =0.
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